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Abstract—Este artigo apresenta um estudo de Redes Neurais
Recorrentes para a solugdo da Equacdo de Onda unidimen-
sional considerando a condi¢do de contorno de Neumann. S&o
consideradas duas arquiteturas de Redes Recorrentes: LSTM
e GRU. Os dados utilizados nas etapas de treinamento e teste
foram calculados utilizando o Método de Diferengas Finitas no
Dominio do Tempo e sdo exploradas diversas combinacdes de
hiperparametros, resultando em anélises quantitativas e qualitati-
vas, bem como a observacdo da variacdo de cada hiperpardmetro
individualmente em relacdo as caracteristicas de amplitude, fase
e frequéncia simuladas. Como func&o custo, foi adotado o Erro
Quadréatico Médio, com otimizador Adam e foram observados
erros da ordem de 10~%

Index Terms—Redes Neurais Recorrentes,
Equacdo de onda e Método de Diferencas Finitas.

GRU, LSTM,

I. INTRODUGAO

As técnicas relacionadas ao uso do ultrassom e suas ondas
constituem um sistema de monitoramento de salde que &,
na maioria de suas aplicacdes, considerado ndo-invasivo e ao
mesmo tempo inclusivo, i.e., ndo ha a necessidade de “invadir”
o corpo do paciente e ndo ha a imposicdo de restricdes para
realizacdo de exames.

No ambito da Engenharia Biomédica, diversos estudos
foram realizados para melhorar as anélises desta técnica,
dentre os quais se encontram o uso de redes neurais para
predicdo da propagacdo de uma onda de ultrassom [1] e a
analise das Séries Temporais das ondas de ultrassom para
identificar alteracdes em tecidos, como visto em [2]. De modo
a evidenciar que simulagdes computacionais da Equagdo de
Onda sd30 necessarias para fins de comparacdo e verificacao
de equipamentos.

Nos Ultimos anos, os algoritmos de Redes Neurais (“Neural
Networks” - NN) ganharam uma certa notoriedade devido
a sua elevada capacidade de resolver problemas complexos
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como, por exemplo, processamento de imagens médicas e
reconhecimento de fala e imagens. Além disso, eles se fir-
maram como uma ferramenta muito poderosa no campo do
Calculo Numérico: uma das primeiras implementacdes de
redes neurais focando neste tipo de problema foi apresentada
por Lee e Kang [3] visando a otimizacdo de parametros do
Método das Diferengas Finitas (“Finite Difference Method” -
FDM) utilizado para resolver Equagdes Diferenciais Parciais
(“Partial Differential Equations” - PDESs) [4].

Desde entdo, foram propostos novos modelos de arquitetura
de redes neurais buscando avaliar equacdes diferenciais, como
as equacgdes de onda [5] e a equacdo eletronica de Schrodinger
[6]. Como esperado pelo Teorema Universal da Aproximacao,
que indica que qualquer fun¢do continua pode ser aproximada
por uma NN com uma camada oculta (hidden layer - HL) e
um ndmero finito de neurénios [4], estes estudos mostraram
resultados solidos.

Recentemente, arquiteturas especificas de redes neurais
foram desenvolvidas visando solucionar os problemas das
Séries Temporais, como a Rede Neural Recorrente (RNN). A
RNN é caracterizada pela sua capacidade elevada de processar
dados sequenciais, como discutido em Goodfellow [7], além
de ser adequada para modelar solucdes de equacOes de onda
[5]

Em seu formato original, as redes neurais recorrentes sim-
ples (Simple-RNNSs) possuem um problema caracterizado pela
memoéria de curto-prazo, o que indica que, a partir de um
determinado instante de tempo, a rede ird& falhar em sua
previsao de novos valores, se estes dependerem de informacdes
de etapas passadas. Duas solugdes possiveis sao dadas a partir
do desenvolvimento de duas arquiteturas de rede, conhecidas
como Gated Recurrent Unit (GRU) e Long Short-Term Mem-
ory (LSTM) [8].



Ambas arquiteturas apresentam conceitos similares e visam
resolver o problema da meméria de curto prazo implemen-
tando um mecanismo interno de funcdes de ativacdo es-
pecificas, conhecido como gate, que é responsavel por realizar
o aprendizado sequencial de uma maneira inteligente: com-
preendendo qual informag&o a rede precisa manter ou descartar
de acordo com critérios pré-determinados — que podem ser
verificados em Goodfellow et al. [7].

A principal diferenca entre a GRU e a LSTM se da pela
primeira possuir apenas dois gates em sua estrutura, 0 Update
Gate e 0 Reset Gate, enquanto a segunda possui dois gates
adicionais além destes, que seriam o Forget Gate e o Output
Gate [8]. E importante ressaltar que esses gates também so
redes neurais artificiais com caracteristicas proprias.

Estas arquiteturas tém sido utilizadas para solucionar sis-
temas de equacdes diferenciais utilizando Métodos Numéricos,
como o Método de Diferengas Finitas no Dominio de Tempo
(”’Finite Differences - Time Domain” - FDM-TD) [9]. Partindo
deste principio, este artigo apresenta uma comparagdo do
desempenho entre a RNN-GRU e a RNN- LSTM na pre-
visdo da solugdo de uma equacdo de onda unidimensional
para meios lineares e homogéneos e para as condi¢des de
contorno de Neumann, definidas para o gradiente da variavel
primaria. O conjunto de dados utilizado para as etapas de
treinamento e validagao foi calculado utilizando FDM-TD e
0s seguintes hiperparametros foram considerados: quantidade
amostras simuladas (”output dimension” - OD); quantidade de
unidades de aprendizado; quantidade de amostras por época
de treinamento (“batch”); e funcéo de ativagao.

Il. METODOLOGIA

A. Preparacdo do Conjunto de Dados e Solugdo da Equacdo
de Ondas

A implementacdo do FDM-TD e das arquiteturas da RNN
foi realizada em Python 3.8 distribuicdo Anaconda em con-
junto com os pacotes Numpy, Tensorflow e Matplotlib. A
equagdo de onda unidimensional, suas condi¢des de contorno
e suas condicdes iniciais sao dadas pelas equacdes 1 a 5:

0%u(x, t) _ 2 0%u(x, t)

ot ox? 0
u(x =0, t) = sin(wt) (2)
Y=1,0=0 ©
ox
u(x,0) =0 (4)
ou(x,0) _
ETe 0 (5)

Como o principal objetivo deste artigo & comparar as
arquiteturas GRU e LSTM na predicdo da solugdo de equagdes
de onda, um conjunto de parametros de onda padronizado
foi considerado: periodo T =1 (s), comprimento de onda

A =1(m) e velocidade de onda plana ¢ = 1(m/s); e
para 0 modelo de FDM-TD, Ax = 1/20(m), &t=
T /20(s),L = 2A(m) com uma janela de tempo de 2T (s).

B. Etapas de Teste e Validagdo e Configuracdo da Rede
Neural

A solucdo do FDM-TD resultou em uma matriz U de
dimensdo (N,M) que foi transformada em um vetor (NM, 1),
como ilustrado na Figura 1.
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Fig. 1. Solucdo de equacdo de onda obtida pelo método de diferencas finitas
utilizada como conjunto de dados para treinamento e validacao.

Para as etapas de Treino e Validagdo, uma proporcdo
de 95:5 foi utilizada, isto & 95% dos dados disponiveis
para treinamento (1292 amostras) e 5% para validacdo (68
amostras). Visando uma melhora nos resultados de treino e da
validacdo, foi considerada uma etapa de pré-processamento,
que consistiu em uma normalizagdo por min-max. Ap6s a con-
clusdo dos procedimentos de treino e validacdo, foi aplicada
a desnormalizacdo do conjunto de dados para obtencdo dos
valores reais previstos.

A funcdo custo considerada neste artigo foi o erro
quadratico médio ("Mean Squared Error”- MSE), e o
otimizador adotado foi o de Adam [10] com uma taxa de
aprendizado adaptativa. Para cada arquitetura, o treinamento
teve uma série de parametros ajustaveis como apresentado na
Tabela 11-B juntamente com seus intervalos de valores (ou val-
ores possiveis). E importante ressaltar que 0 mesmo conjunto
de hiperparametros foi considerado para ambas arquiteturas,
de modo a permitir a comparacdo de seus desempenhos.

TABLE |
CONJUNTO DE HIPERPARAMETROS E INTERVALO DE
VALORES

Hiperpardmetros | Intervalo de valores
Nt [2, 10]
Nu [100, 500]
Length [1, 50]
Batch 1, 5, 10, 25, 50

As funcdes de ativagdo consideradas s&o ilustradas na Figura
2 a sequir:
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Fig. 2. Fungdes de Ativagdo consideradas: A) Linear; B) Tanh; C) Sigmoid;
D) Hard_Sigmoid.

Para a otimizacdo dos hiperparametros, foi considerada
uma exploragdo inicial aleatoria, levando em conta a funcado
custo avaliada para os conjuntos de dados de treinamento e
validacdo. Apbs a definicdo de um intervalo subétimo de cada
hiperparametro, foi implementada a técnica de grid search?,
em que os hiperparametros variaram de forma progressiva e
igualmente espacada. E importante notar que o niimero de
épocas utilizado nos experimentos ndo foi considerado como
um hiperparametro, pois foi possivel monitorar o erro de
validacao utilizando método de early _stopping?.

I1l. RESULTADOS

Essa secdo apresenta os resultados considerando a fungdes
de ativacdo tanh que apresentou os menores valores de erro
para 0s conjuntos de dados de treino e validacao.

Ambas arquiteturas apresentaram valores comparaveis do
evaluation time das etapas de treino e validagdo, que variou en-
tre 10-80(s/época) com um tempo médio de 52(s/época).Além
disso, 0 mesmo conjunto de hiperparametros foi aplicado para
GRU e a LSTM, estes podem ser verificados na Tabela IllI.

) TABLE Il
CONJUNTO OTIMO DE HIPERPARAMETROS
Pardmetros | tanh
Nt 8
Nu 100
Batch 1
Length 10

A. LSTM

A Tabela 3 apresenta os valores da fun¢do custo para 0s
conjuntos de dados de teste e validacdo e a Fig. 3 ilustra
uma comparacdo qualitativa entre a solucdo por FDM-TD
e a predicdo da RNN-LSTM para a funcdo de ativacdo e o
conjunto de hiperparametros que apresentaram o menor valor
de erro para a funcdo custo (MSE).

As Figuras 4, 5, 6 e 7 ilustram a variacdo da onda predita
pelo modelo de rede neural conforme os hiperparametros Nt,
Nu, Length e batch, respectivamente, sofreram variagdes.

1https://scikit—Iearn.org/stable/modules/grid_s;earch.html
Zhttps://keras.io/api/callbacks/early_stopping/

. TABLE 11l
ERRO MINIMO DA FUNCAO CUSTO PARA ALSTM

Dataset tanh
Treino 33E-6
Validagdo | 44E-6
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Fig. 3. Desempenho da LSTM (em laranja) na predicao da solucdo da equacdo
de onda (em azul) para funcdo de ativagao tanh.
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Fig. 4. Comparagdo das predi¢des geradas pela RNN-LSTM (em azul)
mediante variacdo do hiperparametro Nt em um intervalo de [2,10] com passo
2, para a solugdo da equacdo de onda simulada pelo FDM-TD (em preto).

B. GRU

A Tabela I11-B apresenta os valores da funcdo custo para
0s conjuntos de dados de teste e validacdo e a Fig. 8 ilustra
uma comparacdo qualitativa entre a solucdo por FDM-TD e a
predicdo da RNN-GRU para a fungo de ativacdo e o conjunto
de hiperparametros que apresentaram o menor valor de erro
para a funcdo custo (MSE).

As Figuras 9, 10, 11 e 12 ilustram a varia¢do da onda predita
pelo modelo de rede neural conforme os hiperpardmetros Nt,
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Fung&o de onda em fungao da evolugao do hiperpardmetro Nu
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Fig. 5. Comparacdo das predi¢des geradas (curvas tracejadas) pela RNN-
LSTM mediante variacdo do hiperpardmetro Nu — em um intervalo de [100,
500] com um passo 100 — par a a solucdo da equacdo de onda simulada
pelo FDM-TD (em preto). As curvas tracejadas representam os seguintes
valoresde Nu: Azul — 100, Laranja - 200, Verde - 300, Vermelho -400 e
Roxo - 500.

Fungao de onda em funcao da evolugado do hiperparametro length
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Fig. 6. Comparacdo das predi¢des geradas (curvas tracejadas) pela RNN-
LSTM mediante variacdo do hiperparametro length — em um intervalo de
[10, 50] com um passo 10 - para a solucdo da equacdo de onda simulada pelo
FDM-TD (em preto). As curvas tracejadas representam os seguintes valores
de lenght: Azul — 10, Laranja — 20, Verde — 30, Vermelho — 40 e Roxo — 50.

Nu, Length e batch, respectivamente, sofreram variacoes.

IV. DISCUSSAO

Observando as Figuras 4 a 6 e as Figuras 9 a 11, pode-se
concluir que os hiperparametros Nu, Nt e Length impactam nas
seguintes caracteristicas da onda simulada: para Nt observa-
se uma variacdo na amplitude da onda: seu aumento leva
a diminuicdo drastica da amplitude de onda resultante; ja
para Nu e Length, observa-se variagdes nas amplitudes das
ondas porém frequéncias constantes proximas do ponto de
vista qualitativo, da onda simulada. Este comportamento pode
ser observado em ambas as arquiteturas consideradas.

Ja para o hiperparametro Batch (Figs. 7 e 12), resultou em
diferentes comportamentos na predicao das ondas. E possivel
observar que para LSTM, sua variacdo foi de grande impacto

Fung&o de onda em fungao da evolugao do hiperparémetro batch size
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Fig. 7. Comparacdo das predi¢des geradas (curvas tracejadas) pela RNN-
LSTM mediante variacdo do hiperparametro batch para a solugdo da equacao
de onda simulada pelo FDM-TD (em preto). As curvas tracejadas representam
0s seguintes valores de batch: Azul -1, Laranja -5, Verde - 10, Vermelho
-25 e Roxo -50.

i TABLE IV
ERRO MINIMO DA FUNGCAO CUSTO PARA A GRU
Dataset tanh
Treino 113E-6
Validacdo | 920E-6
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Fig. 8. Desempenho da GRU (em laranja) na predicdo da solucdo da equacdo
de onda (em azul) para funcdo de ativagdo tanh.

na amplitude das ondas, enquanto na GRU, apesar de também
apresentar um impacto significativo nas amplitudes das ondas,
este hiperparametro também mostrou estar associado a uma
variacdo de frequéncia.

Ainda considerando o Batch, foi possivel observar grafica-
mente uma maior proximidade do resultado via RNN- GRU
com os valores calculados via FDT-TD. Entretanto, o melhor
resultado obtido em termos qualitativos (graficos) e quanti-
tativos (erro da funcdo custo) foi uma rede com arquitetura
RNN-LSTM e hiperparametros Nt = 8, Nu = 100, batch =
1e Length = 30.

Além disso, & interessante evidenciar que para a LSTM
a variacdo do hiperparametro Length se mostrou ser a mais
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Fig. 9. Comparagdo das predicdes geradas pela RNN-GRU (em azul)
mediante variacdo do hiperparametro Nt em um intervalo de [2,10] com passo
2, para a solugdo da equacdo de onda simulada pelo FDM-TD (em preto).
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Fig. 10. Comparacdo das predicOes geradas (curvas tracejadas) pela RNN-
GRU mediante variagdo do hiperpardmetro Nu — em um intervalo de [100,
500] com um passo 100 - para a solucdo da equacdo de onda simulada pelo
FDM-TD (em preto). As curvas tracejadas representam os seguintes valores
de Nu: Azul — 100, Laranja — 200, Verde — 300, Vermelho — 400 e Roxo —
500.

importante para ajustar a curva a solugdo, enquanto para a
GRU a variagdo do hiperparametro batch demonstrou efeitos
mais significativos de ajuste.

V. CONCLUSAO

Este artigo apresentou um estudo do desempenho de redes
neurais recorrentes LSTM e GRU na previsao de valores para
a equacdo de onda unidimensional com condi¢do de contorno
de Neumann com uma entrada de onda senoidal. Os resulta-
dos apresentados sugerem que ambas arquiteturas podem ser

Fungao de onda em fungao da evolugdo do hiperpardmetro length
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Fig. 11. Comparacdo das predicOes geradas (curvas tracejadas) pela RNN-
GRU mediante variacdo do hiperparametro length — em um intervalo de [10,
50] com um passo 10 - para a solugdo da equacdo de onda simulada pelo
FDM-TD (em preto). As curvas tracejadas representam os seguintes valores
de length: Azul - 10, Laranja — 20, Verde — 30, Vermelho — 40 e Roxo — 50.
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Fig. 12. Comparacdo das predigdes geradas (curvas tracejadas) pela RNN-
GRU mediante variagdo do hiperparametro batch para a solugdo da equacdo
de onda simulada pelo FDM-TD (em preto). As curvas tracejadas representam
0s seguintes valores de batch: Azul — 1, Laranja — 5, Verde — 10, Vermelho
— 25 e Roxo — 50.

utilizadas para simular equacdes de onda, embora ainda sejam
necessarios ajustes associados a escolha de uma fung¢ao custo
mais adequada para que seja possivel encontrar parametros
que possam ajustar os resultados com maior precisgo.

Além disso, identificamos que para ajustar a solucdo da
RNN-LSTM a obtida por FDM-TD deve-se focar no ajuste
do Length para uma arquitetura RNN-LSTM e do Batch para
uma arquitetura RNN-GRU. Contudo, mais estudos sobre o
impacto da variacdo dos valores dos hiperparametros sobre
a amplitude, frequéncia e fase sdo necessarios para explicar
como as redes inclinam as séries temporais consideradas.

A partir da otimizacdo dos modelos de RNN para a predicao
de equacdes de onda, uma miriade de aplicacdes torna-
se possiveis, como, por exemplo, a implementacdo destes
métodos para refinar a predicdo da propagacdo de uma onda



de ultrassom e/ou identificacdo de alteracdes em tecidos.
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