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Apresentacao

Leitores, leitoras:
Singelas e cordiais saudagdes: educacionais, matematicas e educacionais matematicas!

Ao abrir, folhear e ler atentamente as paginas de um livro cientifico ndo ha como ficar
indiferente, pois um universo sem igual de informagdes, conhecimentos, saberes, experiéncias,
praticas, estudos, pesquisas, perquiricdes, sentimentos e emocdes se desvela; levando-nos, a
luz da racionalidade e rigorosidade cientificas, a pensar, refletir, analisar, interpretar, conjecturar,
comparar, imaginar, idealizar, projetar, retroalimentar, re-dimensionar e ressignificar concepgoes
e valores.

Numa s6 expressao: ocorre uma mutagao alquimica de capital relevancia. Ha uma trans-
posicdo do mundo meramente sensivel para o plano inteligivel, apreendendo-se e parafrase-
ando-se, aqui, as sabias palavras do filésofo grego Platdo de Atenas (427-347 a.C.), contidas
no célebre texto “A alegoria da caverna”, de A Republica: livro VII, cujos créditos autorais lhe
pertencem.

Posto isto de forma preliminar, me sinto muitissimo honrado, grato e alegre em redigir
a (breve) Apresentacao desta primorosa obra cientifica intitulada Educagao matematica: novas
tendéncias, novos desafios, da qual sou organizador e também autor de um dos nove capitulos
textuais-autorais que a compdem.

A Educacido Matematica, como campo cientifico e disciplina curricular, por exceléncia,
traz em seu bojo multiplas facetas, matizes e nuances, as quais agregam diversos temas e as-
suntos alusivos ao processo ensino-aprendizagem de Matematica, em termos tedricos, praticos
e tedrico-praticos. Nesse contexto, o perene e o novo em Educacdo Matematica ora se mesclam,
ora se separam; englobando assim potencialidades, possibilidades, limitagdes, tendéncias, de-
safios e perspectivas.

Os nove excelsos capitulos textuais, elaborados em formato de artigos cientificos, sao
oriundos de leituras, estudos, pesquisas cientificas e praticas pedagogicas desenvolvidas pe-
los(as) seus(suas) respectivos(as) autores(as) e coautores(as) na subarea de Educagao Mate-
matica, a qual é resultante de um enlace sinergético entre as areas de Educacao e Matematica.

Destituidos de possiveis hierarquizagdes (co)autorais e/ou tematicas, os nove capitulos
textuais que engendram e eternizam a presente obra cientifica digital, ora de dominio publico e
acesso livre e gratuito por tempo indeterminado, estdo sequencialmente assim organizados:

Abrindo com chave de ouro a coleténea cientifica, no Capitulo 01, os pesquisadores Wil-
bertt José de Oliveira Moura, Brenda Ferreira Borges Guimaraes e Eunice Carvalho de Sousa
refletem criticamente sobre a “Aplicacdo do método da exaustdo para irracionalidade de 11 via
Geogebra e Excel 9”.

O Capitulo 02, por sua vez, aborda a “Lei de resfriamento de Newton e a modelagem
matematica”, tendo como autores: Karen Gabriela de Oliveira, Wilbertt José de Oliveira Moura e



Darcio José Ferreira Castelo Branco.

O Capitulo 03, de crédito autoral alusivo a Remo Mannarino, traz a mesa de debates o
seguinte tema: “Matematica, uma viséo alternativa”.

Compondo o Capitulo 04 nominado de “Trigonometria: explorando a interatividade e o
dinamismo do GeoGebra”, tem-se a valiosa contribuigdo autoral de Jairo Renato Araujo Chaves,
Karine Faverzani Magnago e Marcio Marques Martins.

A seguir, Lucinéia de Souza Gomes, Luiz Rodrigo de Oliveira, Célia Aparecida Dias Fer-
reira Louzada e Edmar Reis Thienzo discutem cientificamente, no Capitulo 05, acerca das “Pra-
ticas pedagogicas inclusivas no ensino de matematica”.

O Capitulo 06 intitulado “O ensino de matematica na escola do campo: uma reflexdo so-
bre as possiveis articulacbes” encontra-se ao encargo dos docentes-pesquisadores Paulo Mar-
cos Ferreira Andrade, Célia Aparecida Dias Ferreira Louzada, Edinei Ferreira da Silva Andrade e
Euvania Dias Ferreira da Costa.

Ana Paula de Souza Bonizario, professora-mestra e supervisora pedagogica, no Capi-
tulo 07, analisa com maestria e de modo critico-reflexivo a “ldentidade profissional de docentes
gue ensinam matematica nos anos iniciais do ensino fundamental”.

O Capitulo 08, cuja autoria pertence a Alaide Pereira Japecanga Aredes, aborda a tema-
tica “Soroban: contribuicdo para o ensino de matematica”.

Em ultima instancia, no Capitulo 09, porém nao menos importante, o professor-pesquisa-
dor Marcos Pereira dos Santos apresenta riquissimas reflexdes epistemologicas, metodoldgicas
e didatico-pedagdgicas concernentes ao “Ensino-aprendizagem de expressdes matematicas nu-
méricas na educagdo matematica basica escolar: para qué?”.

Diante do exposto, cabe-nos enfatizar que a miscelanea de seletos artigos cientificos
compilados é de (re)leitura recomendavel e utilizacdo impar por todos(as) os(as) profissionais
da Educagao (pesquisadores/as, educadores/as, docentes, professorandos/as, pedagogos/as,
gestores/as escolares e coordenadores/as pedagdgicos/as) e, principalmente, por aqueles(as)
oriundos(as) do campo da Matematica e da subarea de Educagdo Matematica; bem como pe-
los(as) discentes e por todas as demais pessoas que ensinam, aprendem ou ensinam-e-apren-
dem Matematica, seja dentro ou fora do espago educativo escolar ou universitario.

Por ora, é s6.

Grande abraco e até uma proxima oportunidade!

Prof. Dr. Marcos Pereira dos Santos
Organizador
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Este capitulo questiona os fundamentos da matematica e postula que as operagdes matematicas
devem ser feitas com expressdes numeéricas de contagens, ndo com numeros isolados. Toma
como ponto de partida que os numeros, que resultam das aferigdes e quantificam as contagens,
s&o neutros, ndo tém sinais, inexistindo, pois, numeros “positivos”, “negativos” ou “imaginarios”.
As contagens, as que se formam mediante somas algébricas, estas sim, podem ser positivas ou
negativas. Além disso, é fundamental entender o significado da multiplicacdo, que nao ha mul-
tiplicadores negativos e que a ordem dos fatores altera o produto. Menos por menos “da” mais
porque o resultado da multiplicacdo é a imagem de uma imagem, o que pode ser demonstrado
geometricamente. Equacgdes que importam (isto €, ndo Iludicas) resolvem problemas da aritméti-
ca, sao formuladas com contagens de modulos e s6 podem ser do primeiro grau. Polinbmios que
importam resolvem problemas da geometria, sdo formulados com contagens de passos e podem
ser do primeiro, do segundo ou do terceiro grau. Um polindémio igualado a zero nao da origem a
uma equagao. A ciéncia (a fisica) tem regras especiais de multiplicagao e de potenciagao. O es-
tudo da parabola (da geometria) e o da ludica equagéo do segundo grau (da aritmética) ensejam
um prodigio da simetria na matematica.

Palavras-chave: revisdo dos fundamentos matematicos. nimeros e expressdées numeéricas.
multiplicagdo de contagens. equagdes que importam. polinbmios que importam. parabola e
equacgao do segundo grau.

@Stl‘ﬂﬂt

This chapter questions the foundations of mathematics and postulates that mathematical ope-
rations should be done with numerical expressions of counts, not with isolated numbers. There
are no “positive”, “negative” or “imaginary” numbers; the counts can be positive or negative, not
the numbers Furthermore, it is essential to understand the meaning of multiplication and to
realize that there are no negative multipliers. The order of factors changes the product. Less for
less “gives” more because the result of the multiplication is the image of an image, as can be
demonstrated geometrically. Equations that matter (i.e., not ludic) solve arithmetic problems, are
formulated with module counts, and can only be of the first degree. Polynomials that matter solve
geometry problems, are formulated with counts of steps and can be of the first, second or third
degree. A polynomial equalized to zero does not give rise to an equation. Science (physics) has
special rules of multiplication and potentiation. The study of the parable (object of geometry) in
connection with of the equation of the second degree (object of arithmetic) gives rise to a prodigy
of symmetry in mathematics.

Keywords: review of mathematical foundations. numbers and numeric expressions. multiplication
of counts. equations that matter. polynomials that matter. parabola and equation of the second
degree.



INTRODUGAO

Pode-se fazer matematica com numeros considerados neutros, sem nenhum sinal, des-

cartando, pois, a existéncia de numeros “positivos”, “negativos” e “imaginarios™?

Para responder a questao, que sempre me intrigou, decidi revisitar os conceitos de nu-
mero, de multiplicagdo, de equacgao e de polinbmio. Um exercicio que me rendeu cinco percep-
¢Oes de natureza disruptiva, aquelas mencionadas a seguir, que me levaram a ampliar o escopo
da pesquisa inicial e examinar outros temas da matematica.

(1) Passei a entender, depois dessa empreitada, que as operagdes matematicas devem
ser feitas com expressdes numéricas de contagens, envolvendo suas unidades nos calculos,
nao com numeros isolados. As contagens tém sinais, nao exatamente os numeros, ou seja, hao

o

existem de fato numeros “positivos”, “negativos” ou “imaginarios”.

(2) Além disso, ha multiplicagdes que ndo podemos fazer, de modo que equacgdes que
importam s&o todas do primeiro grau e polinbmios que importam, do primeiro, do segundo ou do
terceiro grau.

(3) Os multiplicadores de contagens nao podem ser negativos, um entendimento funda-
mental na matematica.

(4) As imagens presidem e orientam as decisbes sobre os sinais resultantes nas ope-
racoes de subtracdo e de multiplicagdo de contagens. Na multiplicagdo, “menos por menos da
mais” porque o produto resultante é a imagem de uma imagem!

(5) O “x” que consta de uma equacao pouco tem a ver com o “x” de um polindmio. As
equagdes pertencem a aritmética, um dominio de contagens abstratas ou de contagens de mo-
dulos, e os polinbmios, a geometria, um dominio de contagens de passos. Um polinémio iguala-
do a zero da lugar a uma falsa equacao.

TERMINOLOGIA ADOTADA

Para as explicagdes que irei apresentar, assumi arbitrariamente os seguintes termos e
expressoes:

1 - "modulo”, para designar um elemento ou membro de um conjunto.

2 - "passo", para designar uma unidade de distancia adotada para fazer um estudo ge-
ometrico.

3 -"quantidade fisica", para designar o resultado, expresso por um numero e uma unida-
de, de uma aferi¢cao relacionada com um estado fisico ou um fenédmeno fisico.

4 - “contagem”, para designar o resultado de uma afericdo ou de uma verificagao de or-
dem ou posicionamento. Ha quatro tipos de contagens: contagens abstratas, contagens
de modulos, contagens de passos e quantidades fisicas.
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Toda contagem, que ndo seja uma contagem abstrata, tem expressao numérica formada
por um numero e uma unidade alusiva. As contagens abstratas sdo, portanto, o unico caso de
expressdes numericas sem unidades.

DESENVOLVIMENTO

Numeros e contagens

O numero é um indicador, multiplo até o infinito, usado para expressar a magnitude de
uma contagem abstrata, de uma contagem de passos, de uma contagem de modulos ou de uma
quantidade fisica.

O numero é neutro, um indicador sem sinal.

A contagem abstrata, a contagem de mdodulos e a contagem de passos resultam de uma
sucessao de adi¢des e subtragdes de contagens parciais, configurando uma soma algébrica,
que pode resultar positiva ou negativa. A contagem resultante € sempre referida ao ponto zero.
Desse modo, uma expressdao numerica negativa € a imagem de uma contagem, sendo esta, por
sua vez, a imagem da sua propria imagem.

Observagdo: ha certas contagens que nao aceitam subtragdes, como a idade de uma
pessoa. E também o caso do “numero de vezes” que se usa na multiplicacdo. Essas contagens
nunca sao negativas.

Contagens abstratas

Uma contagem abstrata € a expressdo numérica de uma frequéncia, de uma posigao, de
uma ordem, ou de um “numero de vezes’, isto €, de um multiplicador. A expressdo numérica de
uma contagem abstrata ndo tem unidade explicita, sendo representada apenas por um numero.

A contagem abstrata positiva corresponde a um "numero positivo", e a negativa, a
um "numero negativo".

A nocéao de contagem abstrata se confunde com a dos numeros isolados, a principio sem
nenhum problema. Essa contagem esta presente em grande parte dos assuntos matematicos,
por exemplo, na teoria dos numeros, na potenciacio, no calculo das probabilidades e na mate-
matica financeira.

Como ja mencionado, a contagem abstrata € usada como “numero de vezes”, isto é, na
multiplicagdo de outras contagens.

Contagens de moédulos

A contagem de mddulos é uma soma algébrica de “coisas” ou “elementos” iguais ou
assim considerados para fins de afericdo; por exemplo, 100 laranjas, 100 méveis, 100 alunos. A
contagem de modulos é usada na aritmética, em especial na resolugao de problemas por meio
de equacgdes.
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Contagens de passos

As contagens de passos sao utilizadas na geometria, para estudar linhas, figuras e s6-
lidos. Uma unidade basica, digamos o passo, é usada para aferir comprimentos ou posigdes a
partir de uma origem. Uma segunda unidade, o passo2, quadrado da unidade basica, € usada
para quantificar areas. Uma terceira, o passo3, cubo da unidade basica, € usada para quantificar
volumes.

O passo pode ser o lado de uma quadricula ao acaso em uma folha de desenho (caso
em que essa unidade é omitida da expressao numérica, tanto quanto as duas unidades deriva-
das) ou uma unidade adotada por convengéo, como o metro, tendo o metro quadrado e o metro
cubico como unidades derivadas. As trés unidades constituem o nucleo das expressdes numeri-
cas da geometria, respectivamente, comprimentos, areas e volumes.

E importante observar que a expressdo numérica da contagem de passos em nenhuma
hipétese pode ser elevada a uma poténcia maior que trés, nem a alguma poténcia fracionaria,
pois essas operagdes implicariam dimensdes que n&o existem.

Quantidades fisicas

Seus numeros e unidades sdo usados em formulas da maneira estabelecida em uma
teoria cientifica. As quantidades fisicas em geral ndo sao aferidas mediante somas algébricas,
mas de acordo com processos cientificos especiais.

As regras do jogo

Como veremos ao longo deste artigo, as expressdes numéricas e suas unidades balizam
as operagoes matematicas. Cabe, a propésito, fazer uma correlagdo entre matematica e espor-
tes com bola. Sem bola n&o ha jogo, e cada esporte tem uma bola diferente: bola de futebol,
ténis, volei, basquete, harpastum. Além disso, as regras do jogo diferem em cada esporte. No
jogo matematico, o correspondente da bola é a expressdo numérica, sem a qual também nao ha
matematica.

De fato, cada expressao numérica impde suas regras. Por exemplo, contar, medir e pon-
derar sédo afericdes que dao origem a diferentes expressées numéricas, como: caso (a) 8; caso
(b) 8 laranjas; caso (c) 8 metros; caso (d) 8 quilogramas.

Podemos elevar essas expressdes ao quadrado? Para responder a pergunta, é neces-
sario em cada caso examinar o que esta sendo quantificado:

Caso (a): Aresposta é “sim”, pois 8 € uma contagem abstrata: 8 x 8 = 64. Estamos falan-
do aqui de contagens abstratas.

Caso (b): A resposta € “ndo”, pois laranjas ao quadrado n&o existem. Estamos falando
aqui de contagens de modulos.

Caso (c): Além do metro, existem também o metro quadrado e o metro cubico, e a res-
posta é “sim”: 8 metros x 8 metros = 64 metros quadrados. Estamos aqui no terreno da geome-
tria. O metro é uma medida (a unidade basica); o metro quadrado, outra unidade diferente da
primeira; e o metro cubico, uma terceira unidade, diferente das anteriores.
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Caso (d): Aresposta é “depende”, pois 0 quilograma é a unidade de uma quantidade fisi-
ca. Estamos falando de ciéncia. Mediante autorizacio cientifica uma quantidade fisica pode ser
multiplicada por si prépria ou qualquer outra quantidade fisica, quando a férmula assim o deter-
mine, observando-se sempre que as unidades participam dos calculos, dos quais podem resultar
novas unidades.

As unidades envolvem-se nos calculos

Nao se faz matematica com numeros isolados, mas com expressdes numéricas de con-
tagens. Ou seja, as unidades devem estar presentes nos calculos, o que pode ser ilustrado nos
exemplos abaixo:

1 - Na feitura do balango, um exercicio aritmético, os numeros (as contas) sdo dados em
reais e a resposta (lucro ou prejuizo) é obtida em reais.

2 - No calculo do volume de um sélido, um exercicio geométrico, os numeros sao dados
em metros e a resposta € obtida em metros cubicos.

3 - No caélculo da forga que atua sobre um corpo, que é um exercicio da fisica, a massa
€ dada em quilogramas, a aceleragdo, em metros por segundo ao quadrado, sendo a
resposta obtida em newtons.

Os calculos sao feitos com numeros, sob a égide das expressdes numéricas, 0 que
significa, em cada caso, saber, por exemplo, se € possivel ou ndo fazer multiplicagbes ou como
expressar o resultado da operagao. Tudo feito com o cuidado de observar o que acontece com
as unidades.

Em outras palavras, devemos respeitar as regras do jogo.

Entendendo a multiplicagcao

A multiplicagdo é, numa soma algébrica, um mecanismo que permite adicionar, como
unica parcela, a mesma contagem um “numero de vezes” a que se chama de multiplicador. Tra-
ta-se de uma contagem abstrata de carater auxiliar.

Neste artigo a expressao “numero de vezes” e “multiplicador” tém igual significado.

“wn

O multiplicador ou “’numero de vezes”, embora seja uma contagem abstrata, € sempre
neutro. Na verdade, a contagem do “numero de vezes” tem carater especial: nunca retrocede!
N&o existe um “numero de vezes” ou multiplicador negativo!

Por outro lado, ndo faz sentido que uma contagem de moédulos multiplique um multipli-
cador! E claro, pois, que nos calculos com contagens de médulos a ordem dos fatores altera o
produto! Trés salas de aula de (= trés vezes) vinte alunos totalizam sessenta alunos. Mas vinte
alunos em trés salas nao perfazem sessenta salas!

Além disso, a contagem de modulos nunca multiplica outra contagem de médulos! Nao
podemos multiplicar um lucro no balancgo pela idade de Diofanto ou elevar uma divida bancaria
ao quadrado. Até parece um truismo, mas um truismo fundamental na matematica!
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Contagens multiplicadoras e contagens multiplicadas

Contagem de “numero de vezes”: um “numero de vezes” pode multiplicar todas as con-
tagens. Uma contagem multiplicada por um “numero de vezes” da lugar a outra contagem de
mesma unidade: 5 vezes 10 = 50; 5 vezes 10 laranjas = 50 laranjas; 5 vezes 10 metros = 50
metros; 5 vezes 10 quilos = 50 quilos.

Contagem abstrata: a contagem abstrata pode ser multiplicada por qualquer outra con-
tagem abstrata ou, seja, por "um numero de vezes”. Portanto, as equagdes ludicas, que adiante
definiremos, podem ser de qualquer grau.

Contagem de modulos: uma contagem de médulos pode ser multiplicada por "um nume-
ro de vezes", mas nao pode ser usada como multiplicador. A consequéncia € que as equacdes
que importam, ou seja, aquelas que envolvem modulos, sdo sempre do primeiro grau.

Contagens de passos: as contagens de passos podem ser multiplicadas por um “numero
de vezes”, mas também podem se multiplicar, neste caso obtendo uma area, com unidade ao
quadrado, e multiplicar uma area, obtendo um volume, com unidade ao cubo. Como consequén-
cia, os polinbmios relevantes podem ser de primeiro, segundo e terceiro graus. As contagens de
passos estao relacionadas a geometria, ou seja, ao estudo da forma, tamanho e posigao relativa
de linhas, figuras e sélidos. Uma unidade basica serve para expressar comprimentos ou posi-
¢des. Uma segunda unidade, que corresponde ao quadrado da unidade basica, é usada para
quantificar areas. Uma terceira, o cubo da unidade basica, é usada para quantificar volumes.

Quantidades fisicas: as quantidades fisicas, de acordo com férmulas impostas pela fisi-
ca, podem multiplicar-se ou multiplicar qualquer outra quantidade fisica, sempre com participa-
¢ao das unidades envolvidas.

Imagens de contagens e imagens de imagens

Podemos imaginar que uma contagem abstrata, assim como uma contagem de médulos
ou uma contagem de passos, esteja linearmente representada no eixo das abscissas, partindo
de um ponto zero. Como somas algébricas, essas contagens podem ser positivas ou negativas.
As contagens positivas correspondem aos chamados “numeros positivos”, enquanto as conta-
gens negativas correspondem aos chamados “numeros negativos”.

Os sinais de mais (+) e de menos (-) ndo s&o atributos de numeros, mas de contagens.

Uma contagem negativa (“um numero negativo”) é a imagem de uma contagem positiva
(“um numero positivo”) de igual magnitude e vice-versa:

(- a) = imagem da contagem “+ a” = - (+ a)
(+ a) = imagem da sua propria imagem = - (- a)

Sinais na subtracao de contagem positiva e na subtracdo de contagem negativa
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Subtragao de (+ b)

A subtragao de uma contagem corresponde a soma da sua imagem, como a seguir:
(@)- (+b)=(a) + (- b)
Subtracgao de (- b)

A subtracado da imagem de uma contagem corresponde, por seu turno, a soma da propria
contagem (pois uma contagem € a imagem da sua imagem):

-(-b)=(a) + (+ D)

Produtos com fatores negativos

Uma multiplicagdo com dois fatores negativos ndo implica admitir multiplicador negativo,
conforme se pode ver nos dois casos a seguir.

Primeiro caso: multiplicagéo de (x - a) por (x - b)

A multiplicagédo com dois fatores negativos origina-se de um episédio matematico que
ocorre dentro das operagdes algébricas, mas nunca em eventos da vida real. Por exemplo, a
multiplicagao algébrica de (x - a) por (x - b) da lugar a seguinte soma algébrica:

x2-ax-bx+ (-a)x(-b)

A ultima parcela da soma algébrica acima é o produto “(- a) x (- b)”, com dois fatores ne-
gativos. Trata-se de uma ocorréncia no interior de uma operagdo matematica - convém lembrar
que estamos multiplicando (x - a) por (x - b), ndo (- a) por (- b).

O que significa e qual o resultado P dessa multiplicagédo incidental com dois fatores ne-
gativos?

Resposta: partindo do pressuposto de que o multiplicador é sempre positivo, um dos si-
nais negativos indica que o produto é negativo e o outro, que tal produto negativo € uma imagem.
O resultado €, portanto, a imagem da imagem de uma contagem, ou seja, a propria contagem,
positivamente considerada. Do seguinte modo:

P=(-a) X (-b) = (@) x (- b) = (- a) x (b) = - (-ab) = + &b

O raciocinio acima, valido tanto para contagens abstratas quanto para contagens de
passos, pode ser geometricamente visualizado, conforme mostro no Apéndice I. Ver que a mul-
tiplicagdo com dois fatores negativos ndo ocorre no nosso quotidiano. Por qué? Porque nao ha
‘numero de vezes” negativo; ninguém pode cobrar de outrem uma divida de “menos cinco ve-
zes” o0 aluguel devido ou receber “menos trés vezes” uma duzia de macgas.
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Segundo caso: multiplicagdo dentro de uma equacgao

Seja o caso de efetuar a multiplicagao

P=-5(7-x),

z

gue ocorra num desenvolvimento algébrico (no interior de uma equagao, por exemplo). E
evidente que x é uma contagem abstrata, de passos ou de modulos, ou mesmo uma quantidade
fisica, tanto quanto 7. Portanto, 5 € o multiplicador, que, como sabemos, ndao pode ser negati-
vo. Logo, o que se quer calcular é aimagem de 5 (7 - x).

P=-(5(7-x))=imagem (5 (7 - x)) =

Imagem (35 — 5x) = 5x - 35
Resumo

Dois fatores positivos indicam multiplicacdo de uma contagem positiva por um “numero
de vezes”. O resultado é positivo.

Um fator positivo e outro negativo indicam multiplicagdo de contagem negativa por um
“numero de vezes”, de modo a obter um resultado negativo.

Dois fatores negativos indicam a imagem da multiplicagdo de contagem negativa por um
“numero de vezes”. O resultado é positivo, porque imagem de uma imagem.

Um “namero negativo” elevado a poténcia “n”

A imagem de uma contagem (isto €, um “numero negativo”) ndo pode ser a base de ne-
nhuma poténcia, dado que nao pode atuar como multiplicador. Ou seja, nao é possivel elevar um
“numero negativo” ao quadrado, ao cubo etc.

Como entao interpretar e proceder, se numa operagao algébrica aparecer uma expres-
sdo como (-a)"? Resposta : (-a)" equivale a (-a) por (a)™", com resultado positivo, se “n” for par,

e com resultado negativo, se “n” for impar. Uma multiplicacdo de carater acidental, somente pos-
sivel com contagens abstratas e de passos, relevante na geometria, no trato com polinébmios do
segundo e do terceiro grau.

Seja, por exemplo, calcular x?, para x = - 11, e x3, para x = - 5:
X2=(-12=-(1Mx(-1)=-(-121) =+ 121
x2=(-5)2=--(52 x(-5) =--(25)x(-5)=-125

Observacao

Um “numero negativo” nunca resulta de uma raiz quadrada porque “numeros negativos”
(imagens) nao tém quadrado.
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Equacoes

E importante o entendimento de que "equagdo” é o confronto de duas somas algébricas
de contagens construidas para serem iguais, uma das quais, ou ambas, contendo uma conta-
gem desconhecida, designada pela letra “x” e denominada “incégnita”.

E um mecanismo desenvolvido caso a caso para a resolucéo de problemas aritméticos.

As equacdes que envolvem contagens de mddulos s&o as “equacdes que importam” e as
que envolvem contagens abstratas sdo as “equacgdes ludicas”. No caso geral, sejam “equacdes
que importam” ou “ludicas”, existe um unico “x”, desconhecido, que se pretende descobrir.

Uma equacgao que importa, a de contagens de moédulos, sempre tem de envolver duas
contagens: uma incognita x e um termo independente de x. Nao existe equagdo sem um termo
independente de x.

As equagdes de contagens de modulos séo relevantes em matematica, enquanto as de
contagens abstratas s&o apenas ludicas. Por que ludicas? Porque a principio despertam interes-
se restrito, meramente recreativo, sem aplicagao na vida real. Qual a utilidade, que nao ludica, de
encontrar contagens abstratas, ou seja, numeros que nada significam? Podemos, por exemplo,
construir uma equacgao e descobrir que os trés “numeros” consecutivos que somam 141 sao 46;
47; e 48, mas nao ha nenhuma utilidade, que nao recreacional, nessa resposta.

A equagao envolvendo contagens abstratas pode ser de qualquer grau, desde que re-
sulte de uma igualdade imposta a duas somas algébricas a partir de um problema proposto. No
entanto, n&o é facil construir equagdes de grau maior que um. Se, n&do obstante, puderem ser
construidas, outro problema sera resolvé-las.

Essas equacgdes de grau superior, se existentes, teriam mais de uma incognita.

A unica equacéo de grau superior do meu conhecimento € a equacéo ludica, do segundo
grau, necessaria para encontrar “dois niumeros de soma S e produto P”. Um caso excepcional de
equagao com duas incégnitas, cuja solugao € discutida no Apéndice I, no qual chego, n&o obs-
tante, a especular se a equagao do segundo grau ndo seria na verdade uma equagao do primeiro
grau abrigando duas versdes impostas por uma questao de simetria.

[}

Comento agora sobre a dica de multiplicar “(x - a@)” por “(x - b)” por “(x - ¢)” etc., “n” vezes,
e igualar o resultado a zero para obter uma “equacgao” de grau “n”, com “n” “raizes”. Trata-se de
uma equacao falsa, pois néo foi erigida impondo igualdade a duas somas algébricas. O polin6-
mio obtido é certamente igual a zero para x = a, para x = b, para x = ¢, e assim por diante, mas

encontrar essas "raizes" é exercicio tedioso, certamente inutil, de enxugamento de gelo.

Ressalte-se, ainda uma vez, que a equagao € uma igualdade imposta a duas somas
algébricas, nas quais existe um termo desconhecido, designado pela letra “x” e denominado
“‘incognita”. Se a incognita for uma contagem de modulos, a equacao é necessariamente do pri-
meiro grau porque uma contagem de médulos nao pode ser multiplicada por outra contagem de
modulos ou elevada a qualquer poténcia.

Na equagdo que importa nao existem nem x?, nem x3, nem qualquer outra poténcia de

x. Tampouco existe "y". As contagens envolvidas numa equagao que importa situam-se integral-
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mente no eixo dos X.
Polinomios

Assim como a contagem de mddulos serve a aritmética, a contagem de passos serve
a geometria, da qual um dos instrumentos € o polinbmio, uma espécie de férmula para estudar
linhas, figuras, solidos e suas relagdes.

Os "polinbmios que importam" operam com contagens de passos e suas duas unidades
derivadas (passo, passo? e passo?®) e podem ser de primeiro, segundo e terceiro graus.

Se o polinémio for do primeiro grau, y € uma contagem de passos ou abstrata; se do
segundo grau, uma area; se do terceiro grau, um volume. Todos os polinbmios de grau acima de
trés sao ludicos.

O polinémio é uma férmula, ndo um confronto de somas algébricas, e nesta condi¢do y
pode corresponder a todo e qualquer valor de “x”, arbitrariamente escolhido. Diversamente, o “X”
de uma equacgao é unico e responde a um problema proposto. Igualado um polinbmio a zero, a
igualdade resultante corresponde aos pontos nos quais ele se anula, ndo dando surgimento a
uma equagao.

Observagdo: ndo existem equagdes na geometria, um ramo da matematica cujas igual-
dades sdo demonstradas por meio de teoremas, como o de Pitagoras. Uma igualdade geométri-
ca, imposta por um teorema, nao pode ser confundida com uma equacgao, que € um confronto de
duas somas algébricas construidas para serem iguais com a finalidade de resolver um problema
particular de aritmética.

Matematica na ciéncia

A ciéncia tem regras especiais para a matematica e impde caso a caso suas formulas
e unidades. A fisica indica, por alguma formula, se a expressdo numérica de uma propriedade
fisica pode ser multiplicada por si ou pela expressao numérica de outra propriedade fisica. Por
exemplo, numeros e unidades estdo envolvidos na férmula da lei da gravidade, na qual a ex-
pressao numérica de uma forca, em newtons, resulta de calculos com expressdes numéricas em
metros e quilogramas:

F=G.m.m,/r?

F = forga gravitacional, em "newtons", n

m, e m, = massas, em “quilogramas”, k

r = distancia, em “metros”, m

G = constante de gravitagao universal, em “(n.m?/ k?)”, unidade gerada pela formula.

Outro ponto de interesse é que a fisica é livre para elevar suas propriedades a qualquer
poténcia. Por exemplo, a lei de Stefan-Boltzmann estabelece que a poténcia emissiva (e) do cor-
po negro é proporcional a quarta poténcia de sua temperatura absoluta (T):

e=c.T*
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e = poténcia emissiva, em “watt/m?”
T = a temperatura absoluta, em “graus Kelvin.”
¢ = constante de proporcionalidade, em unidades derivadas da férmula.

As férmulas da fisica sdo definicdes cientificas, ndo equacgdes. Por exemplo, a equagao
mais famosa de Einstein, e = m.c?, € uma proposi¢ao cientifica, e ndo exatamente uma equacéo,
ou seja, nao confronta duas igualdades construidas para descobrir uma quantidade desconheci-
da. O autor deste artigo ndo ousa dizer que a ciéncia ndo tem equagdes, mas entende que afir-
magdes como as contidas na equagao de Clapeyron, na lei da gravitagao universal, na segunda
lei de Newton, na lei de Coulomb, bem como nas equagdes de campo de Einstein e na férmula
da lei de Stefan-Boltzmann, ndo sao equagdes, mas imposi¢oes cientificas

Tenho para mim que a palavra “equagao” € usada na ciéncia metaforicamente, como se
fosse sinbnimo de “formula”.

APENDICE I: DOIS FATORES NEGATIVOS

Vale perguntar: se ndao ha multiplicador (“niumero de vezes”) negativo, como se pode
explicar que haja multiplicagdo com dois fatores negativos? Resposta: trata-se de um acidente
algébrico no interior de operacdes algébricas ou no trato com polindmios. E facil explicar. Assu-
mindo, por exemplo, que (x - a) e (x - b) sejam os lados do retangulo A1, o calculo de sua area, (x
- a) versus (X - b), desdobra-se numa soma algébrica em que uma das parcelas € o produto (-a)
X(-b), como abaixo:

A =(x-a)x(x-b)==x*-ax-bx+(-a)x(-b) ()

Seja o quadrado, de lado “x” e area A, na Figura 1. Dividamos o lado inferior desse qua-
drado em "a" e “(x - a)”, e o lado adjacente esquerdo, em “b” e (x — b).

Figura 1
x
)
I A, A
2
x
o A, A,
A J
| T
a (x —-a)
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O quadrado de area A fica assim repartido em quatro retadngulos, com areas A1, A2, A3 e
A4, de forma que:

A=A +Az+As+ As
Ar=A-Az-As-As
A=+x?

Az=+ax-A4

Az =+Dbx-A4

As =+ab
Ar=x?>-ax-bx+As+As-As
A1= X2 - ax- bx + A4

A1 =x?-ax- bx + ab (Il)
Igualando (1) e (ll):

(-a) x (-b) =+ ab

Assim se explica como o produto dos dois fatores negativos resultou positivo e ajuda a
entender por que “menos multiplicado por menos da mais”, em linha com o entendimento de que
a multiplicagdo com dois fatores negativos, (- a) e (- b), gera a imagem de um produto negativo,
(- (- ab)), isto é, um resultado positivo (+ ab).

Parabola centrada no ponto zero

“‘Numeros negativos”, ou seja, contagens negativas, podem ser multiplicados por um
“‘numero de vezes”, mas nado podem ser elevados a nenhuma poténcia. Nao existem quadrados
de imagens, mas imagens de imagens de quadrados, o que se pode ver examinando o caso da
parabola Y = X2, centrada na origem, com um dos ramos no primeiro quadrante, e o outro situado
simetricamente no segundo quadrante. Ver Figura 2.

Ramo direito de X2 (quadrados de contagens, primeiro quadrante)
Y =(+X)x (+ X) =+ X2

X=1 Y=(+1)x(+1)=+1

X=2 Y=(+2)x(+2)=+4

X=3 Y=(+3)x(+3)=+9

X=4 Y=(+4)x (+4)=+ 16
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Figura 2

Ramo esquerdo de X2 (imagens das imagens de quadrados, segundo quadrante)

Y= (X)X (X) = (X)X (X) = - (- X) = + X

X=-1 Y=(-N)x(E1)=-(N)x(-1)=-(-1)=+1
X=-2 Y=(-2)x(-2)=-(2)x(-2)=-(-4)=+4
X=-3 Y=(-3)x(-3)=-(3)x(-3)=-(-9)=+9
X=-4 Y=(-4)x(-4)=-(4)x(-4)=-(- 16) = + 16

APENDICE Ill: PARABOLA E EQUAGAO DO SEGUNDO GRAU

Vamos mostrar que o trinbmio de segundo grau e a equagéo do segundo grau nao tém
relagao direta e que sua conexao € aparente e ndo passa de uma coincidéncia da matematica.

O trinémio do segundo grau

y=ax*+bx+c

O trinémio funciona como uma férmula geométrica para gerar a figura de uma parabola,
na qual as abscissas (x) sdo passos e as ordenadas (y) sdo areas. Um valor de x, como abscis-
sa, e o y que lhe corresponde, como ordenada, definem um ponto da parabola.

“ ” by 0 [{ PR

Na formula do trinbmio, como acima, e “b” sdo medidas lineares, “y” e “c” sdo areas
enquanto “a@” € um multiplicador (“numero de vezes”) de areas. As abscissas (x) referem-se ao

passo escolhido e as ordenadas (y), ao seu quadrado.

Ver, na figura 3, que, dado o referido trinbmio y = ax? + bx + ¢ = 0, cada ordenada y* cor-
responde a dois pontos simétricos da parabola, cujas abscissas, x1* e x2*, podem ser calculadas
usando a formula de Bhaskara:

X1* e x2* = (- b + V (b* 4ac*))/2a, onde c* = ¢ - y*
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Figura 3

Bhaskara é uma férmula obtida mediante uma demonstracédo geométrica, como a seguir.
Trinbmio:y =ax®*+ bx + ¢

Raizes: x1 e x2, a serem calculadas

y'=2x + b (derivada primeira)

O ponto M, de ordenada minima (que corresponde a y' = 0) e abscissa x_, € a referéncia
para a simetria da parabola.

X =-b/2a

x _dista “d” das raizes x, e X,.

X, =x_ —d=-(b+2ad)2a

X,=X_+d=-(b-2ad)2a

Calculo de d e xi

ax>+bxi+c=0

Substituindo x1 por - (b + 2ad)/2a e desenvolvendo, temos
4a’d*-b%+4ac=0

d = (b? - 4ac)/2a

x1 =- (b + 2ad)/2a

x1 = (- b - \ (b2 - 4ac))/2a (férmula de Bhaskara para x1)
Calculo de x2

X2 = - (b - 2ad)/2a

X2 = (- b + \ b2 - 4ac))/2a (férmula de Bhaskara para x2)

Férmula de Bhaskara como geralmente apresentada

I CAPITULO 03




X1 € X2 = (- bV b?-4ac))/2a

Observacao: a ocorréncia de (b? - 4ac) menor que zero implica raiz quadrada impossi-
vel, indicando que a parabola ndo possui raizes, por estar totalmente acima ou totalmente abaixo

do eixo dos “x”, como na figura 4.
Figura 4

A y
\y

"y

<y

Férmula de Bhaskara para qualquer y (isto &, y = y*)

X1* e x2* = (- b + Vb2 - 4ac*))/2a, com c* = ¢ — y*

Exemplos de aplicagao

(a) Dado o trinbmio y = x* - 5x + 6, calcular as raizes (x1 € X2),

y* = 0 (correspondendo as raizes x1 € Xz2)

X?-5x+6=0

c*=6-0=6

x1* e x2* = (- b + \ b2 - 4ac*))/2a
x*ex*=(5+V(25-24)2=(5+V1)2=(5+1))/2=2e3

(b) Dado o trinbmio y = x? - 5x + 6, calcular os valores de x para y* = 30
x?-5x+6=30

c*=c-y*=6-30=-24

X*-5x-24=0
x*ex*=(5+V(52+96))/2=(5+V(121))2=(5£11/2=-3 e +8

(c) Dado o trinbmio y = x? - 3x + 6, calcular as raizes (x1 e Xx2).

y'=0
x?-3x+6=0
c"=6-0=6

x1* e x2* = (3 £ (32-24))/2 = (3 + V (-15))/2.

I CAPITULO 03




E impossivel a raiz quadrada de -15. Portanto, a parabola correspondente ao trinémio y
= x? - 3x + 6 ndo tem raizes, isto €, ndo encontra o eixo dos x.

A equacgao de segundo grau

O trinbmio y = x* - 5x + 6, se igualado a zero, da lugar a falsa equacéo x* - 5x + 6 = 0,
cujas raizes séo 2 e 3. Sao, como vimos, 0s pontos x1* e x2*, em que a parabola encontra o eixo
horizontal.

Vejamos o0 que acontece quando tentamos resolver a seguinte questado: calcular dois
“‘numeros” de soma 5 e produto 6. A qual nos leva a multiplicar “x” por (5-x) e igualar o resultado
a 6, ou seja, construir a equacéo: x* - 5x + 6 = 0, a mesma equacéo, agora real, embora ludica,

que resulta falsa quando o trinbmio y = x? - 5x + 6 € igualado a zero.
A equacado x*- 5x + 6 = 0 é, desse modo:

- Na geometria: uma equacgao do segundo grau falsa, que resulta de um polinémio igua-
lado a zero. Os valores envolvidos sao contagens de passos ou de seus quadradOs.

- Na aritmética: uma equagao do segundo grau ludica, mas real, que resulta de um con-
fronto de duas somas algébricas para resolver um problema. Os valores envolvidos séo conta-
gens abstratas.

Portanto, a mesma igualdade assume dois sentidos matematicos distintos: um, para
buscar, entre os pontos infinitos de x, que sao passos, os dois que anulam a parabola; e outro,
para calcular dois “numeros”, que sao contagens abstratas, de soma 5 e produto 6. Em ambos
0s casos, os dois “numeros” procurados sao 2 e 3, que sdo, num caso, as duas incognitas da
equagao das contagens abstratas e, no outro, as duas contagens de passos que definem os
pontos onde a parabola se anula.

A busca das raizes da parabola envolve dois eixos, contagens de passos e um trinbmio:
as raizes sao fornecidas pela formula de Bhaskara, obtida, como demonstrado, com recursos
geomeétricos.

A busca dos numeros desconhecidos envolve um eixo, duas contagens abstratas e uma
equacao ludica. Suas solugdes podem ser obtidas dispensando Bhaskara. Trata-se de um pro-
blema aritmético que deve ser resolvido por meios aritméticos, como se mostra a seguir.

Seja encontrar x1 e x2, os “numeros” cuja soma € 5 e o produto, 6, que deram origem a
equacgao x?- 5x + 6 = 0. Um deles é x1 = x, e o outro, x2=5 - x1. Tanto x1 quanto x2 satisfazem
a equacgao.

Facamos x1=j+k,comjek#0
x2-5x+6=0

X?-5x1+6=0

xi2 = (j + k) 2= j2 + 2jk + k- 5x1 = - 5j -5k
2 +2k+k*--5/-5k+6=0
(2)k-5k) + (7+k*>-5+6)=0
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0+0=0

(2)k-5k)=0 k#o

k(2j-5)=0 j=5/2

(P+k>--5-+6)=0

25/4 +k*-25/4+6=0 k=%

x1=j+k=52+% =3

X?=5-x1= 2

Observar que as duas parcelas que somam x1 sdo as mesmas da formula de Bhaskara.

Elucubracgao final sobre a equacgao do segundo grau

A equacao do "segundo grau", assim chamada, sera mesmo do segundo grau? Avento
aqui a possibilidade de que a equacéo do segundo grau seja, na verdade, uma equagéao do pri-
meiro grau que pode abrigar duas versoes diferentes, cada uma com uma incognita numerica-
mente igual ao seu multiplicador.

Considerando a equacgéo do segundo grau ax? + bx + ¢ = 0, suponhamos que x* seja
o produto de um “numero de vezes” x* por uma contagem abstrata x, ou seja, uma contagem
multiplicada por um numero de vezes de igual valor. Seria uma equagao do primeiro grau que
poderia ser escrita assim:

ax*x +bx+c=0,

que, como se sabe, tem duas solugdes, a saber, x=x1 € X = Xa.

Primeira versao da equacéo do primeiro grau presente na equagao x2-5x+6 =0
As raizes da equagao sdo x, =2 e x2 = 3.

X1=X1* =2

2x1-5x1+6=0

Segunda versao da equacao do primeiro grau presente na equacéo x2 - 5x + 6 =0
X2 = X2*=3

3X2-5%x2+6=0

Cada versao tem uma incognita, que num dos termos aparece ao quadrado por estar
multiplicada por um "numero de vezes" numericamente igual. Combinando as duas versdes, é
possivel encontrar as duas incégnitas, conforme vimos na demonstragéo.

T =



CONSIDERAGOES FINAIS

O numero é neutro. N&o existem numeros positivos, negativos ou imaginarios.

As operagdes matematicas devem ser feitas com expressdées numéricas de contagens,
envolvendo nos calculos os numeros e as unidades das contagens.

As expressdes numéricas que resultam de somas algébricas (contagens abstratas, con-
tagens de médulos e contagens de passos) podem ser positivas ou negativas.

O entendimento da multiplicac&do e de suas limitagdes é fundamental nas decisdes e no
desenvolvimento dos processos matematicos.

Subtrair uma contagem é adicionar sua imagem a soma algébrica; subtrair a imagem de
uma contagem é adiciona-la a soma algébrica.

Nao ha multiplicagdo com multiplicadores negativos. Dois fatores negativos sao um aci-
dente algébrico, com resultado positivo, por tratar—se da imagem de um produto negativo.

A imagem de uma contagem nao pode ser potenciada, uma vez que um multiplica-
dor nao pode ser negativo. Nao existe, pois, raiz quadrada de “numero negativo”. Tampouco
existem "numeros imaginarios".

As equacgdes sao uma ferramenta da aritmética; as “equagdes que importam”, construi-
das com contagens de modulos, sdo necessariamente do primeiro grau.

Os polinbmios sdo uma ferramenta da geometria; os “polindmios que importam”, que sao
construidos com contagens de passos, podem ser de primeiro, segundo e terceiro graus.

N&o é equagao um polinbmio igualado a zero.

Nao ha nenhuma restricdo quanto a multiplicagdo de contagens e ao grau da potencia-
cao nas férmulas da ciéncia.

A"féormula" de Bhaskara é a juncao de duas formulas que podem ser demonstradas pela
geometria e serve para extrair as raizes de um trinbmio do segundo grau.

A equacao do segundo grau € na verdade uma equacgao do primeiro grau com duas ver-
sbes, cada uma com uma incégnita numericamente igual a seu multiplicador. As duas versdes da
equagao contribuem para encontrar as duas incognitas.

A equacao do segundo grau € um prodigio da simetria na matematica, tanto na geome-
tria, com a parabola, como na equacao do "segundo grau".
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