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Resumo: Este trabalho examina os obstaculos envolvidos na construgao histérica do conceito
de numeros irracionais e discute suas possiveis implicagdes para o ensino fundamental. Por
meio de um estudo tedrico de carater bibliografico, articula a histéria da matematica, anogéo de
obstaculo epistemoldgico e reflexdes sobre a aprendizagem matematica. O percurso analisado
abrange as concepgdes pitagéricas de numero e medida, o reconhecimento de grandezas
incomensuraveis, os problemas relacionados a continuidade e as contribuigdes de Dedekind
(1901) e Cantor (1872) para a fundamentagéo dos numeros reais. A discussao evidencia que
a ampliagdo do conceito de nimero exigiu a revisdo de conhecimentos e convicgdes que
se mostraram insuficientes diante de novos problemas. No dmbito educacional, destaca-
se a importancia de investigar os conhecimentos prévios dos estudantes, distinguir valores
exatos de aproximagdes e analisar os erros como indicios das concepgdes mobilizadas na
aprendizagem. Propdem-se quatro frentes de trabalho: levantamento das ideias dos alunos,
identificagdo dos obstaculos, elaboragao de situagbes de ensino e acompanhamento dos
erros. Conclui-se que a articulagdo entre analise historico-epistemoldgica e planejamento
didatico pode contribuir para uma compreensao dos numeros irracionais que ultrapasse a
classificacdo de representacdes e a aplicagdo de regras operatérias, sem pressupor uma
correspondéncia automatica entre o desenvolvimento histérico e a aprendizagem escolar.

Palavras-chave: numeros irracionais; obstaculos epistemoldégicos; histéria da matematica;
incomensurabilidade; ensino de matematica.

Abstract: This paper examines the obstacles involved in the historical development of the
concept of irrational numbers and discusses their possible implications for elementary and
lower secondary mathematics education. Through a theoretical study based on a literature
review, it brings together the history of mathematics, the notion of epistemological obstacles,
and reflections on mathematics learning. The analysis covers Pythagorean conceptions of
number and measurement, the recognition of incommensurable magnitudes, problems
concerning continuity, and Dedekind (1901) e Cantor (1872) contributions to the foundations
of real numbers. The discussion shows that extending the concept of number required
revising knowledge and beliefs that proved insufficient when confronted with new problems.
In education, emphasis is placed on investigating students’ prior knowledge, distinguishing
exact values from approximations, and analyzing errors as evidence of the conceptions used
in learning. Four areas of pedagogical work are proposed: eliciting students’ ideas, identifying
obstacles, designing teaching situations, and monitoring errors. The paper concludes that
connecting historical and epistemological analysis with instructional planning can contribute
to an understanding of irrational numbers that goes beyond classifying representations and
applying computational rules, without assuming an automatic correspondence between
historical development and school learning.

Keywords: irrational numbers; epistemological obstacles; history of mathematics;
incommensurability; mathematics education.
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INTRODUGAO

A presenga dos numeros irracionais no curriculo escolar nem sempre é
acompanhada de uma discussao sobre os problemas que tornaram necessaria
sua construgdo. Quando o ensino se concentra na identificagdo de decimais nédo
periodicos e na aplicagédo de regras de calculo com radicais, o conceito pode perder
seu significado. Nesse tipo de abordagem, os irracionais parecem cumprir apenas
a funcdo de completar os racionais na formacdo do conjunto dos ndmeros reais.
A compreensao das razdes que levaram a ampliagdo da ideia de numero acaba,
assim, subordinada ao dominio de procedimentos.

A histéria desse conceito oferece outra perspectiva para o ensino.
Sua elaboragao envolveu impasses que nao puderam ser resolvidos com os
conhecimentos entdo disponiveis e exigiu a revisdo de convicgdes profundamente
estabelecidas. O que hoje se apresenta nos liviros como uma definicdo breve
resultou de um processo marcado por resisténcias, mudangas de interpretacao
e novas formas de compreender as relagdes entre numero, medida e grandeza.
Recuperar esse percurso permite questionar a aparente simplicidade com que o
tema costuma ser tratado e reconhecer sua importancia na formagao matematica.

E nessa relagdo entre a construcgdo histérica e a aprendizagem escolar que se
situa este trabalho. O objetivo é examinar dificuldades e obstaculos envolvidos na
constituicdo dos numeros irracionais e discutir suas possiveis implicagdes didaticas.
A analise comega pela nogao de obstaculo, que fornece elementos para interpretar
a produgédo do conhecimento. Em seguida, acompanham problemas e mudangas
conceituais que atravessaram a historia dos irracionais, das concepgdes pitagoricas
a sua sistematizagao. A discusséo se encerra com a proposi¢do de agdes para o
ensino fundamental, orientadas pela compreensdo do conceito e pela atengéo as
ideias dos alunos.

CONHECIMENTOS ANTERIORES E OBSTACULOS A
APRENDIZAGEM

As respostas produzidas por um aluno diante de um problema n&o surgem
de maneira isolada. Elas expressam conhecimentos, experiéncias e modos de
raciocinar que ele ja possui e procura utilizar na situagédo apresentada. Ao confrontar
€sses recursos com novas exigéncias, o estudante pode amplia-los, reorganiza-los
ou perceber que n&o sao suficientes. Por isso, o erro merece atencao: sua analise
permite conhecer o raciocinio empregado e compreender por que uma estratégia
aparentemente adequada deixou de funcionar.

A nogao de obstaculo epistemoldgico ajuda a interpretar esse processo. Um
conhecimento pode favorecer a compreensao de certas situacbes e, a0 mesmo
tempo, dificultar a analise de outras quando seu campo de validade é indevidamente
ampliado. A resisténcia a mudanga decorre, em parte, da confianga construida
em torno de explicagbes que ja se mostraram eficazes. Aprender exige, nesse
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caso, rever o proprio modo de conhecer. Essa forma de nocdo para o obstaculo

epistemoldgico é utilizada pela primeira vez por Bachelard (1996) ao estudar e

identificar os obstaculos da Fisica. Segundo o autor,
[...] ndo se trata de considerar obstaculos externos, como a
complexidade e a fugacidade dos fendbmenos, nem de incriminar
a fragilidade dos sentidos e do espirito humano: é no amago
do préprio ato de conhecer que aparecem, por uma espécie de
imperativo funcional, lentidées e conflitos. [...] No fundo, o ato
de conhecer da-se contra um conhecimento anterior, destruindo
conhecimentos mal estabelecidos, superando o que, no préprio
espirito, é obstaculo a espiritualizagao (Bachelard ,1996, p. 17).

Ao ser incorporada a Didatica da Matematica, a discussao dos obstaculos
passou a orientar a investigagao das condigbes de compreensao dos conceitos.
Conforme Glaeser (1985, p. 30), cabe a esse campo “determinar os obstaculos
que se opdem a compreensao e ao aprendizado dessa ciéncia”. Isso requer
distinguir o obstaculo de suas manifestagdes. Uma dificuldade observavel pode ser
consequéncia de uma concepgao que permanece implicita na resposta do aluno.
Essa distingdo esta presente na afirmagao de Duroux (1982, p. 54) onde trata
que “o obstaculo € um conhecimento que, ao tentar se adaptar a outras situagdes
ou a outros valores das variaveis, provocara erros especificos, identificaveis e
analisaveis”

Explicar uma dificuldade apenas pelo que o estudante ainda ndo sabe pode,
portanto, ser insuficiente. E preciso investigar também aquilo que ele sabe e o
modo como utiliza esse conhecimento. O obstaculo se caracteriza justamente pela
persisténcia de uma compreensdo que possui utilidade em determinado dominio,
mas produz erros quando mobilizada em outro. Como essa compreenséo integra o
sistema de conhecimentos do sujeito, sua revisao pode exigir sucessivos confrontos
com situagdes que evidenciem seus limites.

A investigacdo histérica amplia essa analise ao mostrar que certos
obstaculos participam da prépria constituigdo dos conceitos. Sua presenca nao
corresponde somente a falhas individuais, pois relaciona-se a problemas e formas
de interpretacdo que marcaram o desenvolvimento de um conhecimento. Nesse
sentido, os obstaculos epistemolégicos no sentido de Brousseau séo inerentes ao
préprio conceito, observados na sua origem e desenvolvimento. Para justificar esse
pensamento, o autor propde que,

Os obstaculos de origem propriamente epistemolégica séo
aqueles dos quais nao podemos nem devemos escapar, devido
ao seu papel constitutivo no conhecimento visado. Eles podem
ser encontrados na propria histéria dos conceitos. Isso nao
quer dizer que se deva ampliar seus efeitos nem que se deva
reproduzir em ambiente escolar as condi¢des histdricas onde
eles foram vencidos (Brousseau, 1983, p. 178).

No caso dos numeros irracionais, a permanéncia de determinadas concepgoes
de numero e de medida ajuda a compreender por que a aceitacdo de novas
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relagdes encontrou tanta resisténcia. Em sala de aula, dificuldades semelhantes
podem aparecer quando os alunos tentam interpretar um novo objeto com
recursos conceituais ja conhecidos. A aproximacao entre os dois processos deve
ser investigada, e ndo tomada como identidade automatica. Conforme Brousseau
(1983, p. 190), “os obstaculos em questdo sdo verdadeiramente identificados na
histéria da matematica e seus tragcos podem ser reencontrados nas produgdes
espontaneas dos alunos.”

Essa perspectiva atribui a analise dos erros uma funcao pedagdégica. Conhecer
os impasses enfrentados na elaboragcdo de um conceito pode ajudar o professor a
formular perguntas, selecionar problemas e interpretar respostas dos estudantes.
A contribuigdo da histéria esta, assim, na possibilidade de orientar intervengdes
que enfrentem as dificuldades conceituais, evitando que o ensino apenas substitua
uma explicagdo por uma regra ou mantenha compreensdes inadequadas sob uma
linguagem aparentemente correta.

A CONSTRUGAO HISTORICA E EPISTEMOLOGICA DOS
NUMEROS IRRACIONAIS

A Compreensao Pitagérica do Numero e da Medida

Para compreender os primeiros impasses relacionados aincomensurabilidade,
€ necessario considerar o lugar ocupado pelos nimeros no pensamento pitagorico. A
figura de Pitagoras, situada no século VI a.C., chegou até nds associada a narrativas
que combinam realizagbes matematicas, tradicoes filoséficas e elementos lendarios.
Apesar das dificuldades de atribui¢ao individual, a escola vinculada ao seu nome
ocupa posicado importante nessa historia. As certezas produzidas em seu interior
também contribuiram para tornar problematicos os resultados que contrariavam
sua visdo de mundo. Isso nos leva a consciéncia de que a “formagao do espirito
cientifico, o primeiro obstaculo é a experiéncia primeira, a experiéncia colocada
antes e acima da critica” (Bachelard, 1996, p.29).

O conhecimento era cultivado pelos pitagéricos em uma comunidade
submetida a regras de convivéncia e de transmissdo dos ensinamentos. As
descobertas pertenciam ao grupo, circunstancia que recomenda trata-las como
producbes da escola, em vez de atribui-las indistintamente ao fundador. Nesse
ambiente, a Matematica se articulava a reflexao filoséfica sobre a ordem do universo.
Seu estudo ultrapassava as finalidades praticas presentes nas tradi¢gdes egipcias e
babilbénicas e procurava alcangar principios capazes de explicar a realidade.

A expressao “tudo € nimero”, associada aos pitagoricos, sintetiza a confianca
na possibilidade de interpretar o mundo por relagbes numéricas. Essa confianga
abrangia tanto a investigagdo de propriedades matematicas quanto a atribuigédo
de significados simbdlicos aos numeros. Virtudes, caracteristicas e fenémenos
eram vinculados a eles, assim como se distinguiam nameros perfeitos, amigos e
figurados. Nesse conjunto de praticas, o estudo das relagdes quantitativas convivia
com interpretagdes misticas.
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Aideia de numero se organizava em torno dos inteiros positivos e das relagdes
estabelecidas entre eles. As fragbes permitiam expressar comparagdes e medidas,
embora o estatuto atribuido a essas relagdes nao coincidisse necessariamente com
o dos numeros inteiros. A predominancia de unidades discretas também orientava
uma explicagdo para a composicdo da matéria. Admitia-se que os corpos fossem
constituidos por unidades minimas, as ménadas, cuja reunido tornaria possivel
compreender as grandezas.

Nessa perspectiva, a unidade gerava os numeros e a justaposi¢cdo de
mdnadas explicava a constituicdo da matéria. A disposi¢cao de unidades em figuras
triangulares, quadradas e outras formas reforgava a aproximagao entre relagdes
numéricas e configuragdbes geomeétricas. Entre os resultados tradicionalmente
associados a escola, o teorema de Pitagoras tornou-se especialmente conhecido.
Sua aplicagédo, porém, também permitiria identificar uma relagdo que nao se
ajustava a expectativa de expressar todas as medidas por inteiros ou por razdes
entre inteiros.

Considere-se um tridngulo retdngulo com hipotenusa de medida a e catetos
de medidas b e c. O teorema de Pitagoras relaciona essas trés medidas pela
igualdade a? = b? + ¢2, representada na Figura 1.

Figura 1 — Teorema de Pitagoras.

C
a = medida da hipotenusa
a b, ¢ = medidas dos catetos
c
a’=b?+c?
Cc
A b

Fonte: Elaborada pelo autor.

A mesma igualdade admite uma interpretacdo geométrica em termos de
areas. Ao construir um quadrado sobre cada lado do tridngulo, a area do quadrado
apoiado na hipotenusa corresponde a soma das areas dos outros dois quadrados.

No exemplo da Figura 2, os lados medem 3, 4 e 5 unidades, e as areas
correspondentes permitem verificar essa relagao.

Figura 2 — Teorema de Pitagoras.

5 5

25

a 16 4

az = bz + CZ
Fonte: Elaborada pelo autor.
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* Ao lado de medida 5 corresponde a um quadrado de area 25.

* Ao lado de medida 4 corresponde a um quadrado de area 16.

* Ao lado de medida 3 corresponde a um quadrado de area 9.

Assim, 25 =16 + 9, ou seja, 52 =42 + 32

A dificuldade surge quando se procura estender a explicagdo baseada
em unidades discretas a prépria reta. Se um segmento fosse composto por
mobnadas justapostas, sua medida dependeria da quantidade dessas unidades.

Dois segmentos poderiam, entdo, ser comparados pela contagem das médnadas
presentes em cada um.

Suponha-se que o segmento AB contenha a ménada e que o segmento
CD contenha b mdénadas. Admitindo a mesma unidade minima para ambos, a
comparacgao de seus comprimentos corresponderia a razao entre essas quantidades.

Segmentos considerados: AB e CD.

Para quantidades finitas de ménadas, essa comparagado conduz a seguinte
expressao:

AB/CD = a/b.

Desse modo, ao escolher CD como unidade, o comprimento de AB seria
expresso por a/b. O modelo sustentava a expectativa de que toda medida pudesse
ser representada por uma razao entre numeros inteiros.

A forga e os limites dessa compreensdo aparecem quando se distinguem a
busca de uma ordem matematica para o mundo e os significados misticos atribuidos
aos numeros. O reconhecimento dessas duas dimensdes permite compreender
tanto as realizagbes da escola quanto sua resisténcia diante de relagdes que
contrariavam as convicgbes estabelecidas. Essa ambivaléncia é expressa na
passagem seguinte.

Constitui o lado positivo a sua aspiragéo para a inteligibilidade,
emitindo a ideia grandiosa da ordenagdo matematica dos
Cosmos e dando uma primeira realizagao dela por algumas leis
matematicas notaveis. Forma o seu lado negativo tudo aquilo
que aos numeros se atribui fora da sua propriedade fundamental
de traduzir relagdes de quantidade (Caraga, 1951, p. 73).

Buscar relagdes quantitativas favoreceu a formulagdo de problemas e a
producado de resultados matematicos. Ja a atribuigdo aos numeros de poderes
e significados alheios a essas relagdes dificultava a revisdao das crengas que
os envolviam. Quando uma descoberta atingia simultaneamente a explicacéo
matematica e a visdo de mundo da comunidade, aceita-la exigia mais do que
reconhecer a validade de um calculo.

A Incomensurabilidade e os Limites das Explicagoes Pitagoéricas

As relagcdes examinadas pelos proprios pitagéricos acabaram por expor
uma insuficiéncia em sua concepg¢ado de medida. Ao mesmo tempo, outras escolas
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filoséficas questionavam a possibilidade de explicar as grandezas pela reunido de
unidades minimas. Esses dois movimentos tornaram visiveis dificuldades que nao
se resolviam dentro do quadro conceitual entdo adotado.

O problema da diagonal do quadrado

Um quadrado de lado unitario oferece uma situagéo simples para apresentar
o impasse. Ao tracar sua diagonal, obtém-se dois tridngulos retdngulos isdsceles,
cada um com catetos de medida 1. A questdo é determinar o comprimento da
diagonal, que corresponde a hipotenusa desses tridngulos.

Figura 3 — A diagonal do quadrado e o tridngulo retangulo isésceles.

p
Fonte: elaborada pelo autor.

Se a representa a diagonal, o teorema de Pitagoras fornece a®? = 12+ 12 = 2,
Portanto, essa medida deve ser um nimero que, multiplicado por si mesmo, resulte
em 2. Nenhum inteiro positivo satisfaz essa condi¢cdo. Restaria verificar se a medida
poderia ser expressa por uma fragdo, como se esperava das comparagdes entre
grandezas.

Para tal, valeram-se, conforme Ribnikov (1987, p. 59), do método de redugao
ao absurdo, permitindo examinar essa possibilidade. Admite-se, provisoriamente,
que a = m/n, com m e n inteiros positivos sem divisor comum maior que 1. A fragéao
esta, portanto, em sua forma irredutivel. Como a2 = 2, a hipdtese exige que (m/n)? =
2 e, consequentemente, m? = 2n2,

O lado direito da igualdade é par; logo, m? também deve ser par. Como
0 quadrado de um numero impar permanece impar, conclui-se que m €& par. A
condi¢cao de que m e n sejam primos entre si impede que ambos sejam pares. Para
explicitar a contradigdo, podem-se examinar as trés combinagdes de paridade ainda
possiveis para uma fragao irredutivel:

a) m e n impares;

b) m impar e n par;

C) m par e impar.

No primeiro caso, o quadrado de m seria impar, enquanto o dobro do quadrado
de n seria par. Os dois valores ndo poderiam ser iguais. Assim, a combinacao de
dois numeros impares € incompativel com m? = 2n2.

No segundo caso, a mesma incompatibilidade permanece. O fato de n ser
par nao altera a paridade de 2n?: esse valor continua par, enquanto m? é impar. A
igualdade inicial também n&o pode ser satisfeita.

No terceiro caso, como m é par, seu quadrado é divisivel por 4. Por outro
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lado, n é impar, de modo que 2n? é divisivel por 2, mas nao por 4. Se fossem iguais,
m? e 2n? teriam de apresentar a mesma divisibilidade por 4, o que ndo ocorre.

A contradi¢gdo também pode ser obtida em um unico encadeamento. Partindo
de m? = 2n?, sabe-se que m é par. E possivel, entdo, escrever m = 2k, em que k é
inteiro, e substituir essa expressao na igualdade inicial.

A substituicdo produz 4k? = 2n2?, de onde resulta n? = 2k2. O mesmo argumento
de paridade mostra que n também é par. A hipétese inicial exigia uma fragédo
irredutivel, mas o raciocinio conduz a dois termos divisiveis por 2. Portanto, tal
fracdo n&o existe, e a diagonal do quadrado unitario ndo pode ser expressa como
razao entre inteiros.

O alcance desse resultado ultrapassa a impossibilidade de encontrar uma
fracdo particular. Ele mostra que a diagonal e o lado do quadrado n&o possuem
uma unidade de comprimento que caiba um numero inteiro de vezes em ambos.
Séo, portanto, grandezas incomensuraveis. A relacéo existe geometricamente, mas
sua medida n&o encontra representagao no dominio numérico admitido pelo modelo
pitagorico.

Apresentar essa demonstragdo nao significa afirmar que ela tenha sido o
caminho efetivamente percorrido na descoberta histérica. O grau de abstragéo
exigido pelo argumento de paridade alimenta a discuss&o sobre as circunstancias
em que a incomensurabilidade foi reconhecida. Outra hipotese desloca a atencéo
do quadrado para o pentagono regular.

Nessa interpretacao, Boyer (1974, p. 54) levanta a possibilidade associada a
Hipasus: o problema teria surgido da comparagao entre o lado e a diagonal de um
pentagono. Suas diagonais delimitam um pentagono menor; repetindo a construgao,
obtém-se novas figuras, sucessivamente menores, sem que O pProcesso precise
terminar. A Figura 4 apresenta essa configuragcao. Sob essa hipétese, a descoberta
estaria ligada a relacdes que envolvem 5, em vez de ter comegado pela diagonal
do quadrado e pela relagdo expressa por V2.

Figura 4 — Pentagonos concéntricos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A discusséo dessa hipotese é defendida por Miguel (1994, p. 55), que remete
aos argumentos desenvolvidos por Kurt von Fritz e ao relato de Pappus sobre a
origem pitagodrica da teoria da incomensurabilidade. Nesse relato, ndo se identifica
um autor especifico para a descoberta. Aparece, contudo, a narrativa de que a
divulgagéo desse conhecimento teria sido seguida pela morte, por afogamento, de
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um membro da escola. A coexisténcia dessas versoes evidencia as dificuldades de
reconstruir o episédio com precisao.

Independentemente da versdo adotada para a descoberta, o problema
conceitual permanece: certas relagbées entre grandezas nao se deixam reduzir a
uma razao entre inteiros. Reconhecer esse resultado colocava em questdo o modo
de definir nimero e a expectativa de que a medida sempre pudesse ser obtida pela
repeticdo de uma unidade comum. A resisténcia ndo se dirigia apenas a uma nova
resposta, mas a necessidade de modificar os critérios usados para aceitar algo
como numero.

O sigilo é apresentado como uma das reacgdes a esse impasse. Manter a
descoberta restrita a comunidade permitiria evitar a exposigcdo de um resultado
que afetava suas convicgdes. A passagem de Plutarco sobre Numa Pompilius,
reproduzida no texto de referéncia, ajuda a situar o sentido atribuido a transmissao
reservada dos conhecimentos pitagoricos. Segundo Caragca (1951 p.74), os
pitagdricos tentaram fugir diante de tal problema, pois:

(...) Os pitagéricos nao queriam por as suas obras por escrito,
nem suas invengdes, mas imprimiam a ciéncia na memoria
daqueles que eles reconheciam dignos disso. E como, algumas
vezes, comunicaram alguns dos seus mais intimos segredos
e das mais escondidas subtilezas da geometria a algum
personagem que ndo o merecia, eles diziam que os deuses, por
pressagios evidentes, ameagavam vingar este sacrilégio e essa
impiedade com alguma grande e publica calamidade (Caraga,
1951, p. 75).

O compromisso com uma determinada ordem matematica do universo
estava ligado a organizacédo e as crengcas da comunidade. Por isso, admitir a
incomensurabilidade significava enfrentar consequéncias que ultrapassavam
o calculo. O pensamento permanecia apoiado em experiéncias e convicgdes
anteriores, capazes de orientar a investigacdo, mas também de restringir o que
se estava disposto a reconhecer. E nessa resisténcia a revisdo que a experiéncia
primeira pode assumir a fungao de obstaculo epistemoldgico.

Outra resposta ao problema consistia em conservar as ménadas e atribuir ao
segmento uma quantidade infinita delas. O recurso a um numero indefinidamente
grande de unidades procurava manter a explicagédo original, mesmo diante de suas
insuficiéncias. Nessa tentativa, o infinito ainda ndo recebia um tratamento capaz de
resolver a questdo da medida. Modificava-se a quantidade admitida de unidades,
mas permanecia a dificuldade de compreender a continuidade da reta.

A persisténcia dessa interpretagdo mostra como uma explicagdo pode
continuar orientando o pensamento mesmo depois de produzir contradigdes.
A critica a opiniao permite compreender tal resisténcia: uma convicgao nao se
torna conhecimento cientifico apenas porque parece evidente ou atende a uma
necessidade de explicagdo. De acordo com Bachelard (1996), a opiniao pensa
mal; ela ndo pensa: ela traduz necessidades de conhecimento. Assim, € preciso
submeté-la a problemas e argumentos que possam revelar seus limites. A formacgao
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de novas ideias depende, nesse sentido, da possibilidade de interrogar o que antes
era tomado como seguro.

Os argumentos de Zen&o e a composig¢ao da reta

A critica desenvolvida pelos filésofos de Eleia colocou em discussao
o fundamento das explicagdes apoiadas em unidades minimas. Parménides
representa uma das principais referéncias dessa tradicdo, que submeteu a exame
as relagdes entre o pensamento racional e aquilo que se apresenta a experiéncia.
Nesse ambiente, o problema da composi¢do das grandezas passou a ser tratado
como uma questao sobre a coeréncia das explicagdes, e ndo somente sobre a
possibilidade de observar ou medir objetos.

Com Zenao, a critica assumiu a forma de argumentos destinados a mostrar
consequéncias contraditorias de certas concepgdes de espago e movimento. Ao
considerar uma reta composta por corpusculos justapostos, o problema recai sobre
0 que permitiria distingui-los e sobre a possibilidade de inserir novas unidades entre
eles. O argumento é apresentado a seguir.

Como querem que a reta seja formada por corpusculos
justapostos? Com efeito, entre dois corpusculos deve haver
um espago. Se assim ndo fosse, como distinguiriamos um do
outro? Este espago deve ser maior do que as dimensdes dos
corpusculos, pois eles sdo as menores coisas que existem.
Entao, entre duas mdénadas (A e B, por exemplo) posso intercalar
uma terceira. Seja C essa ménada. Entre C e B deve haver ainda
um espago maior do que uma mdnada; entdo posso intercalar
outra mdnada nesse espago. Posso repetir este raciocinio
indefinidamente de modo que sempre poderei colocar uma
mobnada entre outras duas. Entéo, pergunto a vocés, pitagoricos,
a que numero (quantas moénadas) corresponde o segmento?
(Oliveira e Silva, 1968, p. 135).

Se sempre é possivel intercalar uma unidade entre outras duas, torna-se dificil
sustentar que a reta seja formada por corpusculos minimos separados. A objecao
pitagérica a imobilidade defendida pelos eleatas também recebeu uma resposta:
reconhecer o movimento pela experiéncia ndo equivale a explicar racionalmente
como ele ocorre. O debate colocava frente a frente a evidéncia sensivel e a coeréncia
exigida pelo raciocinio, como trata Caraca (1951), tem-se a seguinte fala de Zenao:

Nés, eleatas, ndo o compreendemos, ndo conseguimos pd-lo de
acordo com o resto da explicagao racional, mas vos, pitagoricas,
julgais compreender e nadais apenas em contradi¢cdes. Das
duas, uma: num segmento da reta, ha um numero finito de
moénadas ou ha uma infinidade? (Caraca, 1951, p. 78).

Os paradoxos da flecha e de Aquiles permitem desenvolver esse problema.
Ao examinar a flecha, considera-se que ela ocupa uma posi¢do determinada em
cada instante. A dificuldade consiste em explicar como o movimento resulta dessa
sucessao de posicdes, especialmente quando espago e tempo sdo concebidos
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como colegdes de unidades isoladas. A identificacdo das posicdes ndo esclarece,
por si sO, a passagem de uma para outra.

No caso de Aquiles, uma tartaruga inicia a corrida a sua frente. Antes de
alcanga-la, o corredor precisa chegar ao ponto de onde ela partiu; enquanto isso,
0 animal avanga e estabelece uma nova distancia. O mesmo raciocinio pode ser
repetido indefinidamente. A dificuldade ndo esta simplesmente na velocidade dos
participantes, mas na relagdo entre uma sequéncia infinita de etapas e a realizagcao
do movimento. Os dois paradoxos expdem os limites de explicagdes que tratam o
espaco e 0 tempo como somas imediatas de unidades discretas.

Esses argumentos se aproximam da discussdo da incomensurabilidade
porque tornam insuficiente a redugdo das grandezas a unidades contaveis. Para
compreender medidas que escapam as fragdes, seria necessario modificar também
a maneira de pensar a reta e suas divisdes. As nogdes de limite e continuidade,
elaboradas em outros contextos histéricos, ofereceriam recursos para enfrentar
essas questdes. Sua formulagdo, entretanto, exigiria um percurso longo de reviséo
conceitual.

A Ampliagao do Conceito de Numero e o Problema da
Continuidade

Comparar comprimentos por meio de uma unidade comum é um procedimento
que parece natural quando se trabalha com medidas. Sua aplicagao, porém, conduz
a uma pergunta decisiva: sempre sera possivel encontrar uma unidade que se repita
um numero inteiro de vezes em dois segmentos dados? Embora nao se possa
localizar com exatiddo o primeiro momento em que essa questido foi enfrentada,
ela ajuda a compreender o sentido dos procedimentos elaborados para investigar a
comensurabilidade.

Entre esses procedimentos estdo as subtragbes sucessivas. Compara-se
uma grandeza com outra e considera-se o0 que resta, repetindo a operagdo em
busca de uma medida comum. A chamada regra do polegar e os métodos de
diminuicdo reciproca se situam nesse conjunto de tentativas. A relagdo com as
divisbes sucessivas e com o algoritmo euclidiano mostra como a busca de uma
unidade compartilhada pode ser organizada por procedimentos matematicos.

O emprego de varas, cordas e operagdes sucessivas permitia realizar
comparagdes, mas ndo garantia a resolugdo do problema conceitual. Quando a
expectativa de encontrar uma medida comum ndo era satisfeita, a dificuldade atingia
a prépria maneira de compreender as grandezas. Julgar essas tentativas como
simples incapacidade ocultaria o conhecimento que as orientava. O erro, neste
caso, segundo Bachelard (1996), ndo é apenas uma manifestagdo de ignorancia ou
de incerteza, nem ocorre por acaso. Ele é o efeito de um conhecimento anterior que
tinha a sua validade num determinado momento histérico. Um procedimento eficaz
em certas situagdes pode tornar-se insuficiente em outras; insistir em sua validade
universal é o que permite interpreta-lo como manifestagdo de um obstaculo.
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Segundo Miguel (1994), a percepgcdo da existéncia de segmentos
incomensuraveis, tanto no plano histoérico quanto no cognitivo, tornou-se possivel
quando se questionou a crenca de que a visao seria suficiente para fundamentar
decisdes sobre questbes préprias da razdo. Conforme Bachelard (1996), a
superacgao dessa ilusdo permite iniciar a formacado de um novo conceito, até entao
inexistente.

O reconhecimento de grandezas incomensuraveis atingiu, portanto, diferentes
aspectos do pensamento pitagorico. No plano aritmético, contrariava a expectativa
de representar toda relagéo por inteiros. No plano geométrico, afastava a certeza de
que sempre existiria um pequeno segmento capaz de medir exatamente dois outros.
No plano filoséfico, abalava a concepgdo de uma ordem inteiramente explicavel
pelas relagdes numéricas ja admitidas. A mesma descoberta expunha limites de
procedimentos e de convicgoes.

Dois problemas se tornam centrais nesse percurso. Um deles consiste em
compreender o infinito e sua relagdo com a divisibilidade e o movimento. O outro
envolve a propria natureza da reta: se ela ndo pode ser explicada satisfatoriamente
por uma coleg¢édo de unidades minimas, € necessario investigar o que caracteriza
sua continuidade. Como diz Caraga (1951, p. 80), ha na reta qualquer coisa que
ultrapassa uma simples colecéo de pontos. Dessa forma, as questbes numéricas e
métricas passam, assim, a depender de uma concepg¢ao mais ampla das grandezas.

Uma resposta desenvolvida na geometria grega foi tratar separadamente os
numeros e as razdes entre grandezas. Essa distingdo permitiu avangar sem aceitar
de imediato todos os objetos que hoje reconhecemos como numeros. As operagdes
mantinham um significado geométrico: o quadrado de um comprimento correspondia
a uma area, € o cubo, a um volume. Por isso, a2 era associado ao quadrado de lado
a e a® ao cubo de aresta a. Poténcias superiores nao encontravam, nesse quadro,
uma interpretagcdo geométrica direta.

Nas aplicagdes, era possivel recorrer a valores racionais aproximados.
Calculos de astronomia e geometria podiam ser conduzidos dessa maneira, como
ocorria na logistica grega. A aproximacéo resolvia necessidades operatérias, mas
nao esclarecia inteiramente o que eram as grandezas cuja medida exata ndo se
expressava por fracées. Permanecia, assim, uma distancia entre a possibilidade de
calcular e a fundamentagéo dos objetos utilizados.

O estudo das relagdes geométricas ampliou o conjunto de exemplos. A razao
entre a diagonal e o lado do quadrado conduz a V2; no pentagono regular, a razdo
entre o lado e a diagonal é (V5 - 1)/2. O percurso histérico discutido também inclui
problemas associados a Arquitas, envolvendo expressées da forma V(n(n + 1)).
Esses casos mostram que a incomensurabilidade n&o se restringia a uma Unica
figura ou a uma unica relagéo.

Os estudos atribuidos a Teodoro de Cirene abrangem outras raizes, como
V3, V5, V6, V7, V8, 10, V11, V12, V13, V14, V15 e V17. A multiplicagéo de exemplos
tornava mais evidente a necessidade de compreender as caracteristicas dessas
grandezas e as relagdes existentes entre elas.
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Com Teeteto, a anadlise passou a distinguir a comensurabilidade dos
comprimentos daquela de seus quadrados. Dois segmentos podem nao possuir
uma unidade comum de comprimento e, ainda assim, gerar quadrados cujas areas
sejam comensuraveis. E o0 que ocorre com comprimentos V2 e V5: a razdo entre
suas medidas é irracional, enquanto a razio entre as areas correspondentes é 2/5.
Ja no caso de V(1 + V3) e V(1 + V5), a incomensurabilidade permanece também na
comparacgao dos quadrados. Classificar essas situagdes ampliava a compreensao
das grandezas, mesmo sem constituir uma teoria aritmética dos numeros irracionais.

A contribuicdo de Eudoxo deslocou o tratamento das proporgbes para uma
formulagéo que ndo dependia de encontrar uma unidade comum. Com isso, tornou-
se possivel comparar razdes entre grandezas comensuraveis e incomensuraveis
dentro de uma mesma abordagem. Esse passo é relevante para a histéria dos
irracionais porque mostra uma maneira de enfrentar o problema sem obrigar todas

as relagdes a caberem no modelo das fragoes.

A formulagdo permanecia geométrica e era organizada por definicdes e
propriedades gerais. Sua aplicacdo as relagdes de semelhanga e ao estudo de
areas e volumes permitia desenvolver demonstra¢des sem identificar toda razéo
com um numero racional. Vista retrospectivamente, essa construgdo apresenta
pontos de aproximagao com a preocupacao posterior de fundamentar os irracionais;
isso nao significa, contudo, que ja contivesse a definicao aritmética elaborada no
século XIX.

Para acompanhar esse modo de comparar grandezas, convém destacar
duas bases do raciocinio.

1. A primeira reune propriedades gerais da igualdade e da comparacéo.
Se a=b eb =c, entdo a = c; acrescentar a mesma grandeza a duas grandezas
iguais preserva a igualdade; o mesmo vale para a subtragdo, quando admissivel.
A coincidéncia permite reconhecer a igualdade, e o todo é maior do que uma de
suas partes. Essas propriedades sustentam as transformacgdes utilizadas nas
demonstragdes.

2. A segunda diz respeito a comparagao por multiplos. Para duas grandezas
positivas a e b da mesma espécie, podem-se escolher inteiros positivos n e m de
modo que n x a > b e m x b > a. Portanto, a repeticdo de cada grandeza permite
ultrapassar a outra, condigdo que torna possivel relaciona-las nessa teoria.

No LivroV dos Elementos, aigualdade de razdes é formulada pela comparagao
de multiplos correspondentes. A definicdo apresentada a seguir expressa esse
procedimento.

Diz-se que as grandezas estdo na mesma razdo, a primeira
para a segunda e a terceira para a quarta quando, tomando-se
equimultiplos quaisquer da primeira e da terceira e equimultiplos
quaisquer da segunda e da quarta, os primeiros equimultiplos
sd0 ambos maiores que, ou ambos os iguais a, ou ambos os
menores que os ultimos equimdultiplos considerados em ordem
correspondente (Euclides, Apud Eves, 1995, p. 173).
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Considere-se arazao entre ae b e arazao entre c e d, com grandezas positivas
e de mesma espécie em cada par. Em vez de procurar uma fragdo que represente
cada razado, comparam-se seus multiplos. Para quaisquer inteiros positivos m e n,
as relagdes de ordem devem coincidir: m x a > n x b corresponde am x ¢ > n x d;
mxa=nxbcorrespondeamxc=nxd;emxa<nxb corresponde am x ¢ <
n x d. Aligualdade a/b = c/d se estabelece quando essa correspondéncia vale para
todas as escolhas de m e n.

A comparagao pressupde que as grandezas possam exceder uma a outra
quando multiplicadas por inteiros apropriados. Essa condicao aparece antes
da definicdo de proporgao, na definigdo 4 do Livro V, e se relaciona ao principio
conhecido como axioma de Arquimedes. Diz-se que (duas) grandezas tém uma
razdo de uma para outra se cada uma puder, quando multiplicada, exceder a outra
(Euclides apud Struik, 1992, p. 84).

Os procedimentos associados a Eudoxo e Arquimedes permitem compreender
a importancia das aproximagdes no estudo das grandezas. Em uma interpretagéo
moderna, pode-se considerar valores racionais que se aproximam de uma medida
por baixo e por cima, reduzindo a diferenca entre eles tanto quanto se queira. Essa
leitura estabelece uma ligagdo com o conceito de limite, embora a linguagem e
a fundamentagdo empregadas pelos gregos fossem diferentes das construgdes
posteriores.

O recurso a demonstragao, especialmente a redugdo ao absurdo, permitia
trabalhar com tais relagcbes sem depender de uma explicacdo aritmética dos
infinitesimais. Ainda assim, a possibilidade de desenvolver argumentos geométricos
nao encerrava o problema da continuidade. Faltava construir um dominio numérico
no qual as medidas incomensuraveis fossem definidas e suas operagdes justificadas.

A continuidade desse percurso ndo ocorreu de forma uniforme. Em diferentes
periodos, 0 uso de quantidades n&o racionais conviveu com restrigdes quanto a
sua aceitagdo como numeros. No tratamento de problemas algébricos atribuido a
Diofanto, por exemplo, privilegiavam-se respostas racionais positivas. Aidentificagao
de uma quantidade ndo racional ndo implicava reconhecé-la como solugéo
admissivel. Esse descompasso entre a presenca de um objeto nos problemas e
seu estatuto matematico ajuda a compreender a duragéo das dificuldades.

Outras tradicdes de calculo ampliaram o trabalho com quantidades que
hoje representamos por radicais, como V2. A producdo matematica indiana e sua
circulacdo, com participagdo de autores arabes, contribuiram para esse processo.
Na Europa, entretanto, o emprego de tais quantidades nao eliminou imediatamente
as reservas sobre sua natureza. A denominagdo numeros surdos expressa parte
dessa trajetéria. Em Aritmética Integra, de 1544, Stifel reconhecia aproximacdes
entre essas quantidades e os racionais, mas ainda hesitava em atribuir-lhes o
mesmo estatuto. A expressado “estdo escondidos sob uma espécie de nuvem de
infinitude” sintetiza essa dificuldade.

O desenvolvimento do simbolismo algébrico também nao significou o
desaparecimento imediato da separagao entre niumero e grandeza. Em Viéte,
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as quantidades geométricas continuavam vinculadas a dimenséao: o lado, a area
e o solido correspondiam a diferentes poténcias. Os numeros, por sua vez, eram
pensados como positivos, racionais e sem dimensdo. Assim, 0 avango na escrita
e no tratamento das expressdes coexistia com uma concepgado que reservava a
geometria o dominio das grandezas incomensuraveis.

Na abordagem cartesiana, essa separagado passou a ser modificada pela
possibilidade de representar por segmentos os resultados de operag¢des entre
grandezas. O produto de dois comprimentos, por exemplo, ndo precisava ficar
restrito a interpretagéo de uma area: podia ser representado por outro comprimento,
considerando uma unidade. Essa maneira de articular calculo e representagéo
aparece no seguinte trecho: “E deve-se notar que por a% ou b® ou semelhantes, eu
nao o concebo ordinariamente sendo linhas simples, conquanto, para me servir dos
termos usados em algebra, eu os denomino quadrados ou cubos” (Descartes apud
Costa, 1971, p. 221).

A aproximagdo entre operagdes algébricas e construgbes geométricas
favoreceu uma compreensido mais ampla das quantidades envolvidas. As medidas
irracionais puderam participar desse tratamento, em vez de permanecer a margem
do dominio dos nimeros. A questao passou a incluir a necessidade de representar
numericamente os diferentes valores de uma grandeza, mesmo quando nao
correspondessem a razdes entre inteiros.

A geometria, no entanto, ainda fornecia o suporte para essa interpretagao.
Escolhido um segmento como unidade, os demais recebiam medidas, e os
irracionais apareciam nos casos em que nao havia comensurabilidade com essa
unidade. Desse modo, sua aceitagao avancava, mas a fundamentacéo continuava
associada a intuigdo do comprimento e a possibilidade de construir segmentos.

Esse avango também coexistia com procedimentos de evitagdo. Para Glaeser
(1985), o tratamento separado de semirretas, a preferéncia por certas regides do
plano e os expedientes para lidar com as chamadas raizes falsas indicam que a
aceitacao de novos objetos ndo se realiza de uma s6 vez. Uma teoria pode utilizar
determinadas quantidades e, ainda assim, recorrer a formas de apresentacdo que
reduzam seu emprego. Essa coexisténcia entre uso e resisténcia interessa a analise
dos obstaculos.

A etapa seguinte exigia uma resposta mais ampla: como justificar as
operagdes com irracionais e suas propriedades sem tomar a figura geométrica
como fundamento suficiente? Representar uma medida por um segmento nao
demonstrava, por si s6, todas as regras de calculo. No século XIX, as construgdes de
Dedekind (1901) e Cantor (1872) permitiram enfrentar essa exigéncia, oferecendo
bases aritméticas para o conjunto dos niumeros reais.

A proposta desenvolvida em Continuidade e numeros irracionais toma como
problema a correspondéncia entre a reta e o dominio numérico. A reta é concebida
como continua, mas 0s racionais nao representam todos os pontos que nela se
distinguem. Para esclarecer o sentido dessa continuidade, examina-se 0 que ocorre
quando seus pontos sdo separados em duas classes ordenadas. A passagem
seguinte apresenta o principio utilizado nessa analise.
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Verificou-se que todo ponto de uma reta determina uma
decomposicado dela em duas partes, de tal natureza que todo
ponto de uma delas esta a esquerda de todo ponto da outra.
Ora, eu vejo a esséncia da continuidade na inversdao desta
propriedade e, portanto, no principio seguinte: “se uma reparticao
de todos os pontos de reta em duas classes € de tal natureza
que todo o ponto de uma das classes esta a esquerda de todo
o ponto de outra, entdo existe um e um sé ponto pelo qual é
produzida esta reparticdo de todos os pontos em duas classes,
ou esta decomposi¢ao da reta em duas partes” (Dedekind, 1901
apud Caraga, 1951, p. 60).

A construcdo conceitual proposta por Dedekind (1901) fundamenta-se na
nogao de corte. Nessa perspectiva, realizar um corte em uma reta significa distribuir
seus pontos em dois conjuntos ndo vazios, de modo que cada ponto pertenca a
apenas um deles e todos os pontos do primeiro estejam a esquerda de qualquer
ponto do segundo.

Desse modo, cada ponto P estabelece um corte na reta. Conforme o postulado
da continuidade de Dedekind (1901), a afirmagao inversa também é valida: todo
corte corresponde a um unico ponto da reta. Na constru¢gdo dos numeros reais
a partir dos racionais, um corte pode ser representado por um subconjunto dos
numeros racionais que satisfaz trés condic¢des: (i) € ndo vazio e nao abrange todos
os racionais; (ii) cada elemento pertencente ao subconjunto € menor que qualquer
racional que nao lhe pertenca; e (iii) o subconjunto nao possui elemento maximo.

Quanto a existéncia de elementos extremos nas segdes inferior e superior,
podem ser consideradas, inicialmente, quatro possibilidades: (i) a segéo inferior
possui maximo e a superior possui minimo; (ii) a seg¢éo inferior possui maximo, mas
a superior ndo possui minimo; (iii) a se¢ao inferior ndo possui maximo, enquanto
a superior possui minimo; e (iv) nenhuma das se¢des apresenta esses extremos.
Entretanto, a primeira possibilidade ndo ocorre em uma particdo dos racionais
desse tipo, pois entre dois nimeros racionais distintos sempre existe outro racional.
Além disso, ao adotar a definigdo de corte cuja sec¢ao inferior ndo possui maximo,
consideram-se apenas a terceira e a quarta possibilidades.

Neste estudo, o interesse concentra-se na quarta possibilidade, que
corresponde a um numero irracional. Um exemplo é a separagdo em que a sec¢ao
inferior retne todos os racionais negativos e os racionais ndo negativos cujos
quadrados sdo menores que 2, enquanto a segao superior contém os racionais
positivos cujos quadrados sdo maiores que 2. Nesse caso, ndo existe um maior
elemento na segao inferior nem um menor elemento na superior. A aparente lacuna
decorre da inexisténcia de um numero racional cujo quadrado seja igual a 2. Na
construgdo de Dedekind (1901), esse corte define o niumero irracional \2, conferindo
significado aritmético a separacao entre as duas se¢des.

Com essa formulagéo, Dedekind (1901) contribui para uma compreensao
dos numeros reais fundamentada nas propriedades dos numeros racionais,
especialmente em sua ordenagdo. Embora a reta ofereca uma interpretacéo
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geomeétrica dos cortes, a construgédo permite definir os irracionais sem depender da
representacéo de grandezas geométricas. Assim, a continuidade passa a receber
uma formulacdo aritmética, ampliando as possibilidades de compreensdo do
conjunto dos numeros reais.

Na abordagem de Cantor, a construgdo dos numeros reais utiliza sequéncias
de nimeros racionais cujos termos se tornam progressivamente proximos entre si,
denominadas sequéncias de Cauchy. Assim como ocorre na proposta de Dedekind
(1901), essa construgao envolve processos infinitos e contribui para a fundamentacao
da continuidade. As duas abordagens, contudo, enfatizam aspectos distintos:
enquanto Dedekind (1901) se apoia na ordenacgao dos racionais, Cantor considera
as diferengas e as distancias entre os termos das sequéncias, relacionando sua
construgao as condigbes que permitem estabelecer a convergéncia no conjunto dos
nameros reais.

As contribuigdes de Dedekind (1901) e Cantor (1872) ofereceram fundamentos
rigorosos para o tratamento da continuidade e dos numeros irracionais. Com isso,
tornou-se possivel reformular as dificuldades associadas a incomensurabilidade,
identificadas na matematica grega, especialmente entre os pitagéricos. A existéncia
de grandezas incomensuraveis passou, assim, a ser compreendida no ambito de
uma constru¢do numeérica que ultrapassa o conjunto dos nimeros racionais.

Atualmente, define-se um numero irracional como um numero real que
nao pode ser expresso pela razdo entre dois numeros inteiros, com denominador
diferente de zero. Sua representacdo decimal € infinita e ndo periddica. Entre
os exemplos encontram-se raizes como V2, além do numero T (3,14159...), que
expressa a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diadmetro. O
uso de computadores permite calcular expansdes decimais desse nimero com
grande quantidade de casas. Outro exemplo é o niumero e (2,71828...), que pode
ser definido pelo limite da expressao (1 + 1/x)x quando x tende ao infinito.

IMPLICAGOES PARA O ENSINO DOS NUMEROS IRRACIONAIS

A distancia entre esse percurso histérico e a apresentagao escolar do tema
merece atencdo. Uma definicdo seguida de exemplos pode permitir ao aluno
reconhecer uma forma de escrita, sem que ele compreenda por que o conceito
foi necesséario. Quando a atividade se resume a separar racionais de irracionais
em uma lista, o acerto pode decorrer da memorizagdo de sinais ou de exemplos
conhecidos. Falta, nesse caso, examinar o problema matematico que sustenta a
classificagao.

A passagem rapida para as opera¢des com radicais pode acentuar essa
dificuldade. O aluno aprende a simplificar expressoées, aplicar propriedades e seguir
uma sequéncia de passos, mas nem sempre relaciona esses procedimentos a
natureza dos numeros com que trabalha. A habilidade operatéria ocupa o centro do
ensino, enquanto a compreensao de medida, representacéo e incomensurabilidade
permanece pouco explorada.

176

Q)
Q
5,
=
c
(e}
-




Matemdtica e suas Aplicagbes: Recursos e Estratégias para um Ensino Efetivo - Vol. 5

Indecisbes e explicagdes contraditérias podem revelar os limites desse
aprendizado. Ao justificar uma resposta, o estudante pode mobilizar ideias que
nao aparecem quando apenas executa um calculo. Por isso, a avaliagdo da
compreensao precisa considerar seus argumentos e os significados atribuidos aos
simbolos. O uso correto de uma regra nao basta para concluir que o conceito de
nuamero irracional foi apropriado.

As concepgdes formadas a partir da experiéncia imediata ajudam a explicar
parte dessas dificuldades. A confianga no que pode ser observado ou obtido por uma
medida concreta pode levar o aluno a tomar uma aproximagao decimal como valor
exato, ou a supor que toda medida deva corresponder a uma fragdo. Quando essas
ideias deixam de ser interrogadas, tornam-se resistentes e dificultam a elaboragao
de relagdes abstratas. Do ponto de vista bachelardiano, a analise dos obstaculos
permite investigar o papel dessas concepg¢des no ensino.

O estudante, portanto, ndo chega ao estudo dos irracionais sem referéncias
anteriores. Ele ja possui experiéncias com contagem, divisdo, medida e diferentes
representacbes numeéricas. Essas experiéncias participam das respostas que
produz e precisam ser consideradas no planejamento. Assim, de acordo com
Vygotsky (1989, p.94), em toda a situagdo de aprendizagem proporcionada no
ambiente escolar ha sempre uma histéria prévia.

Cabe ao professor criar condi¢des para que essas interpretacdes sejam
explicitadas e examinadas. Uma situagao contextualizada pode favorecer o inicio
da discussao, desde que o trabalho avance para as relagdes matematicas que ela
permite estabelecer. O objetivo é ajudar o aluno a justificar suas conclusées e a
utiliza-las para além do caso particular. A comparagao entre conceitos cotidianos e
cientificos oferece elementos para compreender esse movimento.

O poder dos conceitos cientificos é evidente na esfera que
geralmente define o dominio ultimo dos conceitos: a realizagdo
consciente e a voluntariedade. Ao mesmo tempo, nesta mesma
esfera, podem-se observar os pontos fracos dos conceitos
cotidianos da crianga, conceitos que tém forca na esfera da
aplicagao concreta, situacionalmente especifica, espontanea, na
esfera da experiéncia e do empirismo (Vygotsky apud Wertsch,
1988, p.118).

A elaboragdo conceitual se aprofunda quando o estudante consegue
reconhecer relacdes comuns em situagdes diferentes e explicar por que elas
sdo validas. Esse avango depende das interagbes e das formas de mediagéo
presentes no ensino. Nessa perspectiva vygotskiana, o trabalho com a abstracéo se
desenvolve, assim, por meio de perguntas, argumentos e confrontos que permitem
reorganizar os conhecimentos mobilizados inicialmente.

Uma proposta para os numeros irracionais precisa dar espago a esse processo.
Isso implica tornar o conceito objeto de investigagédo e considerar as razdes pelas
quais certas respostas parecem plausiveis aos alunos. A escolha das atividades
deve permitir que eles percebam o alcance e os limites dos conhecimentos que ja
possuem.
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A discussao historica sugere quatro frentes de trabalho que podem orientar
esse planejamento. Elas articulam o levantamento das ideias dos estudantes, a
analise dos obstaculos, a elaboragao das situagdes de ensino e o acompanhamento
dos erros produzidos ao longo das atividades.

Aprimeira frente consiste em conhecer como os alunos compreendem nimero
e medida. Suas respostas a situagdes anteriores, assim como tarefas preparadas
especificamente para esse levantamento, podem mostrar quais relagbes eles
estabelecem entre fragdes, decimais, raizes e comprimentos. O interesse esta em
identificar os critérios utilizados, e ndo apenas em registrar se a resposta coincide
com a esperada.

A segunda frente procura reconhecer os obstaculos que sustentam as
dificuldades observadas. A analise das producgbes escolares pode dialogar com
os impasses histéricos, desde que essa aproximagédo seja examinada em cada
situacao. O professor busca compreender qual conhecimento orienta o erro e por
que ele resiste a mudanca. Conforme Brousseau (1983, p. 166), “a identificacéo
€ a caracterizagdo do obstaculo sao essenciais para analise e para construgdes
didaticas.”

A terceira frente envolve a construgdo de problemas que tornem visiveis
os limites das concepg¢des iniciais. A comparagao entre o lado e a diagonal do
quadrado, assim como entre o lado e a diagonal do pentdgono regular, oferece
possibilidades para discutir a existéncia de uma medida comum. A histéria fornece
os problemas de referéncia; sua transformagdo em atividade escolar exige
considerar os conhecimentos dos alunos e os objetivos da aprendizagem. Néo se
trata de reproduzir todas as circunstancias historicas, mas de explorar a questao
matematica que produziu o impasse.

Aquarta frente acompanha os erros durante o desenvolvimento das atividades.
Uma resposta incorreta pode indicar uma regra generalizada indevidamente, uma
interpretacdo parcial ou uma concepgao ainda nao revista. Ao analisar essas
possibilidades, o professor obtém elementos para formular novas perguntas e
ajustar suas intervengdes. O erro passa a contribuir para o planejamento, em vez
de constituir apenas um resultado a ser corrigido.

Essas frentes de trabalho precisam ser articuladas e retomadas conforme
as respostas da turma. Nenhuma sequéncia assegura antecipadamente a
compreensao do conceito, pois novas dificuldades podem aparecer ao longo do
processo. A proposta permanece, portanto, aberta a analise de sua realizagéo e a
elaboragao de outras intervengdes. Essa possibilidade de desenvolvimento constitui
uma continuidade para o presente estudo.

CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo teve como objetivo examinar obstaculos envolvidos na construgao
histérica do conceito de numeros irracionais e discutir suas possiveis implicagdes
para o ensino. Nao se pretendeu esgotar a diversidade das questdes relacionadas
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ao tema, mas identificar e analisar alguns dos impasses que marcaram sua
constituicdo. O percurso apresentado evidencia que a ampliagao do conceito de
numero exigiu a revisdo de conhecimentos e convicgdes que, embora permitissem
explicar determinadas situagbes, se mostraram insuficientes diante de novos
problemas. Nesse sentido, a incomensurabilidade e a continuidade constituiram
questdes fundamentais para a elaboracdo de formas de compreender as relagdes
entre numero, medida e grandeza.

A analise dos modos de conceber os numeros irracionais, desde as
interpretacdes pitagoéricas até as construgdes de Dedekind (1901) e Cantor (1872),
permitiu reconhecer que sua aceitagdo resultou de um processo prolongado de
mudangas conceituais. A impossibilidade de expressar determinadas medidas por
razdes entre numeros inteiros colocou em questao a abrangéncia dos conhecimentos
disponiveis e impulsionou a busca por outras fundamentacées. Assim, a histéria
contribui para compreender tanto os resultados alcangados quanto as dificuldades
e resisténcias que acompanharam sua elaboragcdo. Esse entendimento oferece
referéncias para uma abordagem educacional que atribua significado aos conceitos
e apresente os problemas que motivaram sua construgao.

No ambito do ensino, as discussbes desenvolvidas apontam para a
importancia de investigar os conhecimentos que os estudantes mobilizam ao
interpretar fragdes, representacdes decimais, raizes e medidas. A compreensao dos
numeros irracionais requer oportunidades para reconhecer os limites dos nimeros
racionais, distinguir valores exatos de aproximagdes e elaborar argumentos sobre
as relagdes entre grandezas. Nessa perspectiva, os erros podem fornecer indicios
de concepgbes que precisam ser examinadas e reorganizadas, contribuindo para
orientar as intervencdes do professor. A aproximagao entre os obstaculos histéricos
e as dificuldades escolares, contudo, exige cuidado, pois a aprendizagem ocorre em
condicdes distintas daquelas em que os conceitos foram originalmente produzidos.

A articulacdo entre a analise epistemolégica e o planejamento didatico
constitui, portanto, uma contribuicdo central deste estudo. Conhecer os impasses
histoéricos pode auxiliar na selegao de problemas e na elaboragao de atividades, mas
sua utilizacdo em sala de aula demanda considerar os objetivos de aprendizagem,
os conhecimentos dos estudantes e as formas de mediacdo. Conforme Mugny
e Perez (1988, p. 267), a Didatica da Matematica deve preocupar-se tanto com
a determinagdo das condicbes que favorecem a evolugdo dos sistemas de
conhecimentos quanto com a analise das situagdes didaticas, buscando esclarecer
as variaveis que asseguram sua reprodutibilidade. Essa perspectiva reforca
a necessidade de investigar as condicdes de realizacdo das propostas e de
acompanhar os processos de aprendizagem que elas possibilitam.

Como continuidade, pretende-se desenvolver e implementar um projeto
que proponha acgdes didaticas para o ensino dos numeros irracionais, articulando
o enfoque epistemoldgico a analise das situagbes de ensino. O levantamento
das concepgdes dos estudantes, a selegdo de problemas relacionados a
incomensurabilidade e o acompanhamento das estratégias e dos erros poderdo
orientar sua organizagdo. A implementacdo permitird examinar as possibilidades
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e os limites das atividades, bem como revisar as intervengbes em fungao das
respostas produzidas em sala de aula. Espera-se, dessa maneira, que a reflexao
historico-epistemoldgica desenvolvida neste trabalho contribua para praticas de
ensino que favoregam a compreensido dos numeros irracionais e de seu lugar na
construgédo do conhecimento matematico.
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