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O livro “Exercicios de PTV - Topicos Especiais, Volume 17 (Soares et al., 2024) focou

na resolugdo de porticos reticulados compostos por elementos atipicos, tais como arcos de
circunferéncia e barras de inércia varidvel, solicitados por esfor¢os concentrados e cargas
distribuidas. O Volume 2 desta série abrange estruturas de grelhas com elementos retos e
curvos. A ideia original de utilizar o PTV como um pretexto para a determinacio de esforcos
internos — em especial momentos fletores e torsores — destacando algumas peculiaridades de
tipos estruturais mais atipicos, ¢ mantida. Serdo tratados casos em que as cargas distribuidas
possuem resultantes posicionadas fora da estrutura, em fun¢do das propriedades geométricas
dos arcos, além de vetores representativos de momentos que se desmembram de acordo com a
curvatura da secao transversal, entre outros aspectos.

Dos leitores € exigida uma certa familiaridade com conceitos intrinsecos ao estudo da
disciplina usualmente chamada de Andlise de Estruturas (também encontrada Brasil afora como
Teoria das Estruturas, Estabilidade das Construgdes, entre outras denominacgdes) da grade
curricular das Engenharias. Terminologias como Sistema Real ou Estado de Deformacao,
Sistema Virtual ou Estado de Carregamento, Método das Forgas (ou dos Esforgos), Termos de
Carga e Coeficientes de Flexibilidade serdo utilizadas por aqui sem contextualizagdo teorica.
Para definicdes mais formais desses conceitos, os autores recomendam os trabalhos de
Stissekind (1980), Soriano e Lima (2006), e Martha (2022).

Destaca-se também o desprendimento dos autores quanto a valores praticos usuais da
constru¢do civil, uma vez que o foco deste trabalho, tal como no Volume 1, estd no
aprofundamento de conceitos e metodologias inerentes as etapas do célculo estrutural,
especialmente na determinagdo de esforcos internos, deslocamentos e rotagdes. Além disso, hé
um incentivo ao desenvolvimento e aprimoramento do “olho do engenheiro” na era das

inteligéncias artificiais.

Os autores gostariam de agradecer aos respectivos familiares, que ofereceram suporte
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T ——

A literatura cientifica apresenta diferentes conceituagdes para as grelhas que serdo objeto
de estudo e exercicios neste livro. O trabalho de Souza e Antunes (1995), por exemplo, define-
as como ‘“uma estrutura plana, com cargas normais ao seu plano, com vinculagdes que nao
introduzam solicitagdes no plano, e com elementos lineares simétricos em relagdo a planos que
os contenham e sejam normais ao plano da estrutura”. J4 Soriano (2007) as descreve como
estruturas “[constituidas] de barras retas ou curvas situadas em um plano usualmente horizontal
sob agdes externas que as solicitam de maneira que tenham apenas o momento de tor¢ao, o
momento fletor de vetor representativo nesse plano e o esfor¢o cortante normal a esse plano”.
Para Martha (2022), trata-se de “modelos planos com cargas na dire¢ao perpendicular ao plano,
incluindo momentos em torno de eixos do mesmo”.

Conforme pode ser observado nessas diversas definicdes, embora as grelhas sejam
estruturas planas, elas estdo sujeitas a solicitagdes provenientes de forgas fora deste plano,
diferentemente dos tradicionais porticos bidimensionais (objeto de estudo do primeiro volume
desta série — Soares et al., 2024). Por essa razao, as grelhas sdo frequentemente consideradas
uma etapa intermedidria entre os porticos planos e espaciais — sendo estes ultimos um tema
comumente negligenciado nos cursos de graduagdo, devido a carga horaria limitada. Essa
transi¢do conceitual talvez tenha sido a principal motivacdo para a escolha desse tipo de
estrutura neste Volume 2.

Com o objetivo de proporcionar uma leitura mais clara e organizada, este capitulo se
dedica a definicdo de premissas basicas que serdo empregadas nos exercicios apresentados ao
longo desta obra. Estes exercicios estdo organizados em capitulos e marcados com "tags", com
o intuito de facilitar a identificacdo por parte do leitor. Trabalhos como os de Siissekind (1980),
Stissekind (1981), Souza e Antunes (1995), Soriano e Lima (2006), Soriano (2007) e Martha
(2022) apresentaram abordagens mais tedricas e formais sobre o uso do PTV na andlise de
estruturas isostaticas e hiperestaticas. Este livro, por sua vez, concentra-se em sua aplicacao
pratica a estruturas de grelhas mais atipicas, explorando situagdes de exce¢do — como barras
curvas dispostas segundo um arco de circunferéncia ou barras retas inclinadas em relagao aos
eixos globais —, entre outras.

Estas resolu¢des seguem uma logica bem ilustrada no fluxograma da Figura 1.1. Os
parametros necessarios — como os termos de carga e os coeficientes de flexibilidade — serdo
calculados em todos os casos por meio de integrais. Esta abordagem foi adotada devido a

escassez de material didatico que apresenta estas expressoes de forma completa. Por esse
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motivo, optou-se por ndo utilizar as tabelas de combinagdes de diagramas de Beyer (1956),

mesmo nos casos de barras com eixo reto e inércia constante.

( Principio dos trabalhos virtuais (PTV) )

. Analise da . "
Isostatica Hiperestatica
estrutura
Termos de Carga
- 510-+-8i0- - 60- . O
v J Sistemas [0] [1] L
B 1 I | P
Sistema Equagdes de Sistema ... 0. [nd —
Real esforgos internos Real Coeficientes de
Calculo dos Flexibilidade
Hiperestaticos G11. - Bije - Bine OO
X1 X X Xy,
Equagdes de
esforgos internos
Termos de Carga
; 8510-- - 6i0- - - 650 - . B
! Sistemas [0] [1] L
A 4 . .
_ Si O 1 1 P s
Sistema Equagdes de \ftem? Cooficiontes
Virtual esforgos internos irtua oehicientes de
¢ Calculo dos Flexibilidade
Hiperestaticos SR ST S S .
X1 Xio. X Xy,
Equagoes de
esforgos internos
Integrais para calculo de Integrais para calculo de
deslocamentos e rotagdes deslocamentos e rotagdes

Figura 1.1 — Fluxograma de resolucao contendo as nomenclaturas utilizadas no PTV deste
livro (Soares et al., 2024).

A perspectiva isométrica ¢ utilizada inicialmente na apresentacdo dos problemas e,
pontualmente, em tdpicos especificos, com o objetivo de oferecer uma visdo mais espacial das
situacdes analisadas. No entanto, a maior parte das figuras ilustrativas desta obra faz uso da
vista superior, muito familiar aos engenheiros em virtude das tradicionais plantas baixas. Sendo

assim, ¢ importante destacar a representagdo nesta vista superior dos sentidos dos esforgos
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solicitantes nas grelhas. Para as cargas concentradas, adota-se a notagdo @ para indicar agdes
de cima para baixo (de fora para dentro), e @® para aquelas de baixo para cima (de dentro para
fora), conforme ilustrado na Figura 1.2.

J4 os momentos sio representados por vetores com setas duplas (%, ¢, », «), seguindo a
conhecida “regra da mao direita”. Segundo Martha (2022), “o eixo de rotacdo corresponde ao
polegar e o sentido do momento segue a orientacdo dos dedos”. O autor acrescenta ainda que
“cada seta dupla tem a direcao do eixo em torno do qual se da a rotagdo”, também ilustrada na
Figura 1.2.

As convengdes positivas para o calculo das reagdes de apoio sdo expressas nesta mesma

vista superior pelos simbolos 1, ¥, », «-, ®, ®, como por exemplo, XF Z©+, M y“, ouxM x«_+-
@)
®)

X \AM(_>>)

Figura 1.2 — Representagdo na perspectiva isométrica dos esfor¢os nas grelhas em vista
superior (entre parénteses).

Os momentos fletor e torsor, representados ao longo desta publicagdo pelas letras M e T
(Figura 1.2) no Sistema Real, e M’ ¢ T’ no Sistema Virtual, adotam convengdes de sentidos
positivos conforme a Figura 1.3. O Apéndice A discute esta convengao — assim como outras
diversas presentes na literatura — e apresenta solugdes para a linha elastica de grelhas com eixo
reto e com eixo curvo, variando segundo um arco de circunferéncia. Para o célculo dos
deslocamentos e rotacoes, a contribui¢ao do esforco cortante sera desconsiderada. O Apéndice
B apresenta os valores dos graus de liberdade em todos os nds destacados nas grelhas propostas,
com o objetivo de fornecer subsidios para a realizacdo de exercicios pelos leitores.

As equacdes dos esforgos internos sdo escritas em funcdo da varidvel x no caso dos
elementos com eixo reto (em coordenadas cartesianas), e da variavel a para os arcos (em
coordenadas polares). Todos os comprimentos indicados nas cotas das ilustragdes estdo em
metros, enquanto os angulos podem estar expressos em graus ou radianos, conforme o contexto.
O dominio de cada funcdo ¢ definido pelos extremos indicados a direita das respectivas

equagdes, e seu sentido ¢ determinado com base na ordenagdo das letras nodais. Os esfor¢os

Aspectos gerais
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sao sempre considerados como atuantes na direcdo de entrada na se¢do S, (com n = 1). Em
outras palavras, a parte da estrutura destacada nas figuras — até o ponto de “corte” — fornece as
forgas e momentos a serem considerados nas equagoes M;; e T;;, onde i ¢ j sdo letras atribuidas
aos nos no inicio da questdo. A Figura 1.4 ilustra as premissas discutidas neste paragrafo a partir

de uma grelha genérica.

Perspectiva isométrica Vista superior
C
i (A B
Ay 1 B
3 Al T T 1B
Aj | B
M M
y
T«_TA Bi_»T
M M
e
Figura 1.3 — Convencao adotada para os momentos de entrada nas se¢des transversais das
grelhas.
A
B
C

Figura 1.4 — Grelha genérica composta por barras retas € curvas com alguns exemplos de
variaveis para equagdes de esfor¢os internos.

Aspectos gerais
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EXERCICIO 2 (ISOSTATICO, ARCO, ENGASTADO)

O exercicio em questdo, exibido na Figura 2.1, sera resolvido de duas formas diferentes:

de B para A4 (sentido horario) e com valores literais, visando estabelecer uma base para os
problemas seguintes; e de 4 para B (sentido anti-horario), utilizando valores numéricos. Serdao
considerados somente os esforcos de flexao e tor¢ao.

Calcular o deslocamento vertical na segdo transversal correspondente ao n6 B (6y,,) da

s
"

: kxy \R\ LBP

Figura 2.1 — Grelha do Exercicio 2.

Figura 2.1.

Dados do problema:

E. — Moddulo de elasticidade longitudinal
G. — Modulo de elasticidade transversal

Iy — Momento de Inércia a Flexao

I; — Momento de Inércia a Tor¢do

A grelha da Figura 2.1 € isostatica, haja vista que a estrutura possui trés reagdes de apoio

que podem ser calculadas com as trés equacdes da estatica disponiveis.

2.1 SISTEMA REAL

Conforme comentado, as equagdes de esforgos para o problema proposto serdo escritas
inicialmente no sentido horario, ou de B para A, dispensando assim o calculo das reagdes de
apoio para esse proposito. A Figura 2.2 destaca a posi¢ao das excentricidades correspondentes
aos momentos fletor (e) e torsor (e;) em perspectiva isométrica e vista superior. Essas

distancias sao calculadas conforme (2.1).

Exercicio 2 (isostatico, arco, engastado)
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Figura 2.2 — Posi¢do das excentricidades correspondentes ao momento fletor (ef) e torsor (e;)
em perspectiva isométrica e vista superior.

er(a) = R - sen(a)

(2.1)
e;(d) =R —R-cos(a)
As equagdes de momento fletor e torsor estdo definidas em (2.2).
Mp,(a) = —P-ef(a) = —P - R - sen(a) S
1
0<ac= % 2.2)

Tga(a) = =P - e, (@) = =P -R - [1 — cos(a)]

2.2 SISTEMA VIRTUAL (FIGURA 2.3)

/ A
/ R
7y
S
Figura 2.3 — Sistema Virtual do Exercicio 2.

Considerando que as segdes e distdncias sdo as mesmas exibidas na Figura 2.2 e

detalhadas no topico 2.1, as equagdes de esfor¢os do Sistema Virtual estdo resumidas em (2.3).

Exercicio 2 (isostatico, arco, engastado) 16



M'pgs(a) = —1-ef(a) = —1-R - sen(a)

S1
s
0<as<s-—
T'gal@) =—1-e.(a) =—1-R-[1—cos(a)] 2
2.3 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO
2 Mpa(@) - M'5(a) 2T54(@) - T'54(a)
2 a) - a 2 a) - a
(SVB:f b4 b4 -R-da+f b4 b4 ‘R -da
0 E.-If 0 G, I;

_P-R3-1t+P-R3-(3-1t—8)
C4-E I 4-G,-1,

2.4 SISTEMA REAL

Para a resolucdo numérica, considera-se os dados descritos na Figura 2.4.

M,
Rt

3,
/
10kN
7Y \3,0 i
b \ B

Figura 2.4 — Sistema Real do Exercicio 2.

Dados do problema:
E. = 20 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal)
G, = 8 GPa (Modulo de elasticidade transversal)

I =72 1073 m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,5 1073 m* (Momento de inércia a tor¢do)

Calculo das reacoes de apoio

xF,® =0
Vy—10 =0

Exercicio 2 (isostatico, arco, engastado)
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o
IMy," =0

(2.6)
T,—10-3=0
«t
EMy, =0 2.7)
M;—10-3=0
Reacdes de Apoio
V, =10 kN My =30kN-m Ty=30kN -m

Tabela 2.1 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Real.

A secdo para determinacao das equacdes de esforcos internos esta ilustrada na Figura 2.5,

Jjuntamente com as excentricidades para calculo dos momentos fletor (ef) e torsor (e;) da reagao

V,, calculadas conforme (2.1).

A
LLLLLLLLS O
{
o
Cf
3,0 7
€t
S
y 1
N B
3,0
X

Figura 2.5 — Determinacdo da se¢do para as equacdes de momento fletor e torsor.

Para calculo dos esforgos internos € necessario destacar a decomposi¢cdo dos vetores
representativos das reagdes de momento (M, e T4) para a se¢do genérica conforme demonstrado

na Figura 2.6.

M,-cos(a)
Figura 2.6 — Decomposi¢do dos momentos das reacdes de apoio (M, e Ty).

Exercicio 2 (isostatico, arco, engastado)
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Os esforcos internos estdo apresentados em (2.8), escritos dessa vez no sentido anti-

horéario, de 4 para B.

Myp(a) =V, - ef(a) — My - cos(a) — Ty - sen(a)

S1
0<ac< LGy
Typ(a) = =V, e (a) + My - sen(a) — Ty - cos(a) 2
2.5 SISTEMA VIRTUAL (FIGURA 2.7)
M’y
T
3,0
/ V'A
, \ P=1
, y 3.0 i
X \ B
Figura 2.7 — Sistema Virtual do Exercicio 2
Calculo das reacdes de apoio
F,® =0
(2.9)
Vy,—1=0
My, =0
(2.10)
«—+ —
My, =0 Q.11
My,—1-3=0
Reacdes de Apoio
Vy,=1kN My, =3kN-m Ty=3kN -m

Tabela 2.2 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Virtual.

Exercicio 2 (isostatico, arco, engastado)
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A secdo transversal utilizada para determinagdo das equacdes de esforgos precisa
necessariamente ser a mesma utilizada no Sistema Real, j& demonstrada na Figura 2.5. Os

esfor¢os internos estao exibidos em (2.12).

M'yp(a) =V'y-ef(a) —M'y - cos(a) — T’y - sen(a) S

OSaSE (2.12)

T yg(@) = =V'4-e(a) + M'y - sen(a) — T', - cos(a)

2.6 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

O célculo do deslocamento vertical 8y, esta apresentado em (2.13), € o valor coincide

com o calculado a partir da equagdo literal obtida em (2.4), substituindo os valores descritos no

topico 2.4.

R -da

s Vs
e [0 [Tt Tt
*Jo 0 Ge - Iy (2.13)

E.-If
=3,07550-103m

Exercicio 2 (isostatico, arco, engastado)
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EXERCICIO 3 (ISOSTATICO, ARCO, ENGASTADO)

Semelhante ao Exercicio 2, a grelha da Figura 3.1 sera resolvida de forma genérica do n6

B ao A (sentido horario), para ilustrar trechos e formulagdes relevantes para os problemas
posteriores desta publicacdo. Serdo utilizados valores literais para representar dados como raio,
momentos de inércia, esforcos e carregamento. Serd também resolvida empregando valores
numéricos e no sentido oposto (anti-horario), a partir do topico 3.4. Somente os esforcos de
flexao e tor¢ao serao considerados.

Calcular o deslocamento vertical em B (8y,) na grelha da Figura 3.1.

e

R

s
2 ’Y\R
N

Figura 3.1 — Grelha do Exercicio 3

Dados do problema:

E. — Moddulo de elasticidade longitudinal
G. — Modulo de elasticidade transversal

Iy — Momento de inércia a flexao

I; — Momento de inércia a torgao

3.1 SISTEMA REAL

Para a determinagdo das equagdes de esforcos do Sistema Real ¢ necessario destacar que
a resultante da carga uniformemente distribuida ao longo da curva B4 ¢ posicionada fora da
estrutura, de acordo com as propriedades geométricas do arco de circunferéncia, descritas em
Stissekind (1981), por exemplo. A Figura 3.2 mostra as excentricidades correspondentes aos
momentos fletor (ef) e torsor (e;') a partir da resultante da carga distribuida posicionada no

extremo do segmento OG, calculados conforme (3.1).

Exercicio 3 (isostatico, arco, engastado)
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Figura 3.2 —Excentricidades do momento fletor (e;) e torsor (e;’) para a resultante da carga
distribuida em perspectiva isométrica e vista superior.

2-R-sen (%)
0G(a) =
a
a 3.1
ef'(a) = 0G(a) - sen (5) 3D
a
e (@) =R —0G(a) - cos (E)
Os esforgos internos estao resumidos em (3.2).
an 2
Mga(a) = —q-R-a-e(a) =—2-q-R*-sen (E)
Tpa(a) = —q-R-a-ei(a) Si - 39
0<a< 5 (3.2)
a a
2-R-cos|5)- sen|=
e [z )

3.2 SISTEMA VIRTUAL

O Sistema Virtual para o problema proposto ¢ idéntico ao apresentado no topico 2.2
(Figura 2.3), e as equacdes estao resumidas em (2.12), restando aqui apenas a apresentagao da

integral de resolug@o do deslocamento vertical solicitado (&), demonstrado em (3.3).

3.3 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

T T
2M -M' 2T, T

50, :f sa(@) pala) R da +f sala) - T'pa(a) R -da
0 0

E -1 G -1
< ¢t (3.3)
q-R* q-R* (m-2)°

= +
2-E. I 8-G.-I,

Exercicio 3 (isostatico, arco, engastado)
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3.4 SISTEMA REAL

A resolucdo com dados numéricos sera feita a partir do apresentado na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Sistema Real do Exercicio 3.

Dados do problema:

E. = 20 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal)

G, = 8 GPa (Modulo de elasticidade transversal)
Ir = 7,2-107* m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,5 1073 m* (Momento de inércia a tor¢do)

As reagdes de apoio sdo calculadas de acordo com as equagdes da estatica disponiveis e

levando em consideracao o segmento OG e as excentricidades apresentados em (3.1).

Calculo das reacoes de apoio

xF,® =0

V,—5.3.2=0
A 2_

$+
My, =0
T T T[/Z
TA—5-3-E-I3—0(;(§)-cos(7>l=o

t
My, =0

MA—5-3-g-OG(%)-sen<n—2>=o

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Exercicio 3 (isostatico, arco, engastado)
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Reacdes de Apoio
Vy, =75 kN My =45kN -m T, = (22,5m —45) kN -m

Tabela 3.1 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Real.

Para a determinagao das equacdes de esforcos internos serd utilizada a se¢ao S; no sentido
de 4 para B (anti-horario). As parcelas para as equagdes de momento fletor e torsor deste
Sistema Real incluem a contribui¢ao da reacdo V, (Figura 3.4a), do carregamento distribuido

(Figura 3.4b), da reacao M, (Figura 3.4c), e da reacao T, (Figura 3.4d).

M,-cos(a) B
(©) (d)

Figura 3.4 — Parcelas para as equacdes do Sistema Real.

As equagoes estao dispostas em (3.7).

Myp(a) =V, -ef(a) —=5-3 - a-ef(a) — My - cos(a) — T4 - sen(a) S
1

0<ac< TG

Typ(a) = =V, -e(a)+5-3-a-e/(a) + M, -sen(a) — T, - cos(a)

Exercicio 3 (isostatico, arco, engastado)
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3.5 SISTEMA VIRTUAL

O Sistema Virtual para o problema aqui proposto ¢ o mesmo descrito na Figura 2.7 e

detalhado no topico 2.5.

3.6 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

Sendo assim, reunindo as equagdes de esforcos dispostas em (2.12) e (3.7), tem-se
conforme (3.8). O valor numérico pode ser obtido também substituindo os dados expostos no

topico 3.3, equacao (3.3).

T T
2Myp(a) - M 15 (a 2Tup(@) - T'4p(a
5VB:f e(@) AB()-R-da+f () AB()'R.da
. E.- I . Go 1, (3.8)

=2,50585-103m

Exercicio 3 (isostatico, arco, engastado) 25



EXERciCIO 4. (ISOSTATICO, ARCO, ENGASTADO)

Determinar o deslocamento vertical (8y,) ¢ as rotagdes associadas a tor¢do (6;,) € a
flexdo (B¢, ) em A4, na grelha isostatica da Figura 4.1. Considerar somente os esforgos de flexao

e torgao.

Figura 4.1 — Grelha do Exercicio 4.

Dados do problema:
E. = 20 GPa (Mddulo de elasticidade longitudinal)
G, = 8 GPa (Modulo de elasticidade transversal)

Ir = 7-107% m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,25 - 1073 m* (Momento de inércia a tor¢ao)

4.1 SISTEMA REAL

Para o Sistema Real, serdo determinadas as equagdes dos esforcos internos (flexdo e
tor¢do). Primeiramente, calculam-se as resultantes das cargas distribuidas ao longo dos arcos

de circunferéncia (Pg, € Pg,), conforme (4.1), localizadas de acordo com a Figura 4.2.

Exercicio 4 (isostatico, arco, engastado)
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Figura 4.2 — Detalhe da posigao das resultantes Py, € Pg, em vista superior

Determinacao das resultantes dos carregamentos distribuidos nos arcos

a
2R -senl(=
a
T (T (4.1
0G, —06(3) 0G, = 0G (6)
T T
Pr, =207 -2 = 41888 kN Pr, =20 -2 = 20944 kN

As equacgdes do Sistema Real para a grelha da Figura 4.1 foram determinadas conforme

a divisdo de secdes apresentadas na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Determinacao das se¢des para as equagdes de momentos fletor e torsor.

As equagdes de momentos fletor e torsor referentes as segoes 1 (4B) e 2 (CB) consideram
apenas a contribuicao do carregamento distribuido, conforme ilustrado nas Figuras 4.4a e 4.4b.
As excentricidades associadas aos momentos fletor (e’s) e torsor (e';), calculadas a partir da
resultante do carregamento distribuido localizada no extremo do segmento OG, estao definidas
em (4.2).

. ______________________________________________________________________________________________________________________________]

Exercicio 4 (isostatico, arco, engastado)
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(a) (b)

Figura 4.4 — Posicao das excentricidades para a resultante do carregamento distribuido.

es'(a) = 0G(a) - sen (%) e/ (@) =2—0G(a) - cos (%) (4.2)

As equagoes do Sistema Real para as secdes 1 e 2 estdo apresentadas em (4.3):

Myp(a) = —20-2-a-ef'(a) S
i
Typ(a) =20-2-a-e/(a) 0Sa$§

(4.3)

Mcp(a) = =202 - a-ef (@) S,
i1
0<a<-—
Teg(a) =—-20-2-a-¢e/(a) =%=7%

Para determinar os esfor¢os internos no trecho BD (S3) ¢ importante destacar que, além
da contribuic¢do das resultantes dos carregamentos distribuidos, ha também a transferéncia dos
esforgos internos dos trechos AB e CB. Como a se¢do correspondente ao n6 B das barras curvas
¢ perpendicular a se¢do correspondente ao n6 B do trecho reto BD, ocorre uma inversao: os
esforcos de flexao provenientes de AB e CB passam a atuar como tor¢ao em BD, ¢ os de tor¢ao,
como flexdo. Este comportamento esta ilustrado na Figura 4.5 e detalhado em (4.4).

Ressalta-se ainda uma atencao especial aos sinais das parcelas nas equagdes em (4.4),
s . . . ~
como, por exemplo, no caso de Tcp (E)’ que tem originalmente valor negativo (ver Equacao

(4.3)), mas contribui com momento fletor positivo em BD, justificando assim o seu sinal

negativo presente em Mg, (x). Isso acontece com alguma frequéncia ao longo deste livro.

Exercicio 4 (isostatico, arco, engastado)
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Neoe

— . 30°"

PR1+ PRZ S

Tag(3) ¥B Tes(s)
Man(D) e

Figura 4.5 — Parcelas para as equacdes do Sistema Real: Trecho BD.

Mpp(x) = —(Pr, + Pg,) X + Ty (g) ~ Tes (%)

Tpp(x) = —Myp (g) + Mcp (%) 0<x<2

(4.4)

4.2 SISTEMA VIRTUAL PARA CALCULO DE 8y, (FIGURA 4.6)

¢F=1

A

Figura 4.6 — Sistema Virtual para célculo do deslocamento vertical em A.

As equagdes dos esfor¢os internos referentes ao Sistema Virtual em questdo foram
definidas com base no esquema demonstrado na Figura 4.7. Para a se¢do 1 (4B), a Unica
contribui¢do para os esforgos internos advém da carga concentrada (Figura 4.7a), conforme as
excentricidades associadas aos momentos fletor (ef) e torsor (e;), demonstradas em (4.5).

Para determinar os esfor¢os internos no trecho BD (S3) € relevante destacar a transferéncia
das solicitagdes provenientes do trecho 4B, andlogo ao explicado para a Figura 4.5, além da
manutenc¢io da carga concentrada P = 1, que ¢é deslocada para o n6 B, conforme detalhado na

Figura 4.7b. Na secdo 2 (CB) ndo ha esfor¢os internos. As equagdes estdo resumidas em (4.6).

Exercicio 4 (isostatico, arco, engastado)
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LLLLypL1r)
2,00
2,00
P=1
T'as(3) ¥B
M'ag(3)
(a) (b)
Figura 4.7 — Parcelas para as equagdes do Sistema Virtual.
ef(a) = 2 - sen(a) e,(a) =2-[1—cos(a)] 4.5)
M pp(a) = —1-¢ef(a) S
s
T yg(@) =1-e(a) OSCZS§
M'cg(a) =0 Sz
T
0<a<-—
T’CB(a) =0 Saz 6 (46)
s
M’ =—-1- T o=
g (%) X+ 1 yp (3) Ss
l 1 n 0<x<?2
T'gp(x) = —M'4p (§)

4.3  SISTEMA VIRTUAL PARA CALCULO DE 0, (FIGURA 4.8)

/.4 P=1
R2 0

Figura 4.8 — Sistema Virtual para calculo da rotagdo associada a tor¢cdo em A.
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As equacdes dos esforgos internos referentes ao Sistema Virtual em questdo foram
definidas com base na Figura 4.9. Como ilustrado, o momento torsor aplicado em A4 se

desmembra em esfor¢os de momentos fletor e torsor ao longo da se¢ao da barra AB (S1), como

visto na Figura 4.9a.

D
L1111
2,0 2,00
M'ap(3)
T'ag(3) B
(b)
Figura 4.9 — Parcelas para as equagdes do Sistema Virtual.
Em (4.7) estdo resumidas as equagdes do Sistema Virtual.
M'jg(a) = sen(a) S
s
T'45(a) = cos(a) 0<ac< 3
MICB (a) =0 Sz
, _ T
T'cs(@) = 0 0<a<y (“.7)
s
M'pp(x) =T'ap (3 53
(3) 0<x<2
! ! T’:
T'gp(x) = —M'yp (g)

Exercicio 4 (isostatico, arco, engastado)
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4.4 SISTEMA VIRTUAL PARA CALCULO DE 6, (FIGURA 4.10)

Figura 4.10 — Sistema Virtual para calculo da rotagdo associada a flexdo em 4.

As equacdes dos esforgos internos referentes ao Sistema Virtual em questdo foram
definidas com base na Figura 4.11. O momento fletor aplicado em A4 se desmembra em flexao

e tor¢ao ao longo da barra AB (Figura 4.11a).

D il
20 2,00
T'A8(3) iB
M5 (3)
(a) (b)
Figura 4.11 — Parcelas para as equagdes do Sistema Virtual.
As equagdes desse Sistema Virtual estao apresentadas em (4.8):
M’ g(a) = —cos(a) S
s
T'45(a) = sen(a) 0<ac< 3
M,CB (a) =0 S2
T
<aqg<-—
T'ca(@) = 0 V== (48)
s
M'gp(x) = T'4p (5
(3) S3
0<x<2

T'pp(x) = —M'yp (%)

Exercicio 4 (isostatico, arco, engastado)
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4.5 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

A integral para determinacao do deslocamento vertical na se¢do correspondente ao n6 4

(6y,) esta apresentada em (4.9) utilizando as equagdes dispostas em (4.3), (4.4) € (4.6):

s s
_ngAB(a)'M’AB(a)_Z'da_l_ngAB(a)'TIAB(a).Z.da
0

am Ec- I Ge - It
T
eMqp(a) M s(a
+f ca(@) CB().Z'da
0 Ec'If
(4.9)
T
6T n(a) T -5(a 2Mpp(x) - M5 (x
_l_J ce(@) CB()-Z-da+j sp(X) p( )dx
0 GC.It 0 ECIf
2T (x) - Ty (x
+] 5p(%) BD()dx=2,42436m
0 Gc'It

A rotagdo associada a tor¢do na se¢do correspondente ao n6 4 (6;,) € calculada de acordo

com (4.10), utilizando as formulagdes apresentadas em (4.3), (4.4) e (4.7):

7T 77.'
p :ngAB(a)'M,AB(a)'Z'da_i_ngAB(a)'T,AB(a)_zlda
ta 0 Ec'If 0 GC'It

T
eMqp(a) M p(a
+_[ ce(@) CB().Z.da
0 Ec'If
(4.10)
T
6T n(a) T p(a 2Mpr(x) - M 55 (x
+J cg(a) CB()-Z-da+j 8p(X) BD()dx
0 GC'It 0 ECIf
2Ton(x) - T'ap(x
+f 5o () - T'sn( )dx =-1,26109 - 1073 rad
0 Gc'lt

Para calculo da rotagdo associada a flexdo na segdo correspondente ao n6 4 (6r,) a
integral ¢ desenvolvida conforme (4.11), utilizando as equagdes explicitadas em (4.3), (4.4) e

(4.8):
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A

T s
3IMup(a) M 45 (a 3Typ(@) - T 4p(a

0, _f 1e(a) AB()-2~da+f we(a) AB().Z.da
0 Ec'If 0 Gc'It

T
eMqp(a) M s(a
+] ce(a) CB().Z.da
0 EC.If
. 4.11)
6T 5(a) T o5(a 2Mgp(x) - M5 (x
+f cg(a@) CB()-Z-da+f 8o (X) BD()dx
0 GC.It 0 ECIf
2Ter(x) - T'p(x
+f 5o () - T'pp( )dx =1,71573 - 10~* rad
0 Gc'It
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EXERCICIO 5 (ISOSTATICO, ARCO, TRIAPOIADO)

Determinar o deslocamento vertical em B (8y,) na grelha isostatica da Figura 5.1.

Considerar somente os esfor¢os de flexao e torcao.

Figura 5.1 — Grelha do Exercicio 5.

Dados do problema:
E. = 20 GPa (Mddulo de elasticidade longitudinal)
G, = 10 GPa (Modulo de elasticidade transversal)

Iy =72 1073 m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,5 1073 m* (Momento de inércia a tor¢do)
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5.1 SISTEMA REAL (FIGURA 5.2)

Figura 5.2 — Sistema Real do Exercicio 5.

Para o Sistema Real serdo calculadas as reagdes de apoio e esforcos internos (Flexao e
Tor¢do). As resultantes das cargas distribuidas ao longo dos arcos de circunferéncia ficam

localizadas conforme Figura 5.3.

Figura 5.3 — Detalhe da posigdo das resultantes Pg € Pg, em vista superior.

Determinacao das resultantes dos carregamentos distribuidos nos arcos

2:-3-sen (%)
0G(a) = ——==
a
T
0G, = 0G, = 0G (E) G.D
T T
Pr, =20 =3 = 94,248 kN Pr, = 40 = - 3 = 188,496 kN

2 2
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Calculo das reacoes de apoio

+
*F,® =0 (5.2)
VA+Vc+VE+PR1—PR2—1O'4‘=O
$+
ZMYA = 0
(5.3)
Vs -4 — Py, - |06, -sen(E)+3] + Py -[B—OGl-Sen(E)]+VC-3 =0
2 4 1 4
st
ZMXC = 0
3-p. . [3-0c. - cos(™ Ta—o0c. - cos (M) =10 - (5.4)
20 + Vg -3 — Py, |3 - 06, - cos (4)] + Pg, - [3— 06, - cos (4)] 10 - 4
Reacdes de Apoio
V, = —61,079 kN V, = —41,438 kN Vg = 236,764 kN

Tabela 5.1 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Real.

As equagdes do Sistema Real para a grelha da Figura 5.1 estdo apresentadas em (5.5) e

(5.6) com as respectivas se¢oes na Figura 5.4.

B E ] ( D
{ o o ) ’
\ /
Sz R3,00 S4
(I

C

Figura 5.4 — Determinacao das se¢des para as equagdes de momento fletor e torsor.

MAB(x):VA'x_S‘xz

Tpp(x) =0
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Para a determinacdo de Mg (a) e Tgc(a), além da carga distribuida ao longo do trecho e
da carga concentrada — obtida a partir da reagdo em A e da resultante da carga distribuida em
AB —, os momentos que entram constantes na secdo em B se desmembram de acordo com a
posicdo da se¢do transversal, como demonstrado para M,g(4) na se¢do S da Figura 5.5. O

mesmo acontece para Mpc e Tpc posteriormente.

Torg¢do
Myg(4)-sen(a)

Mpp(4) o SZ

Flexao
Myg(4)-cos(a)

Figura 5.5 — Decomposicao do vetor representativo Mg (4) na barra curva em vista superior.

Mgc(a) = Myg(4) - cos(a) + (V, —10-4) - 3 - sen(a) + 20

‘3-a- [OG(a) - sen (%)]

S
0<ac< i
Tge(a) = (—V,+10-4)-3-[1 —cos(a)] —20-3 - a 2
. [3 —0G(a) - cos (%)] — My5(4) - sin(a)
Mgp(x) = Vg - x 0<§3<2
Tep(x) = —20 56)
Mp-(a) = —Mgp(2) - sen(a) + 20 - cos(a) + V¢ - 3
-sen(a) —40-3-«a- [OG(a) - sen (g)]
o S4< .
Sas E

Tpc(a) = Mgp(2) - cos(a) + 20 - sen(a) + Vg - 3
[1—cos(a)]—40-3 -«

[3-06() - cos (%)]

Exercicio 5 (isostatico, arco, triapoiado)
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5.2 SISTEMA VIRTUAL (FIGURA 5.6)

: . ;
1,00\'$/,C

2,00

Figura 5.6 — Sistema Virtual do Exercicio 5.

Calculo das reacées de apoio:

+
*F,® =0 5.7)
V,A+Vlc+V,E_1 :0

v
My, =0 (5.8)
V’E‘4‘+Vlc'3=0

>t
My~ =0 5.9

Vip-34V',-7-1-3=0

Reacdes de Apoio
V’A = 0,75 V’C =1 V,E = _0,75

Tabela 5.2 — Resumo das reagoes de apoio do Sistema Virtual.

Os esforgos internos para o Sistema Virtual da Figura 5.6 constam em (5.10) conforme

se¢des dispostas na Figura 5.4.

M,AB(x) = V,A "X

T s (x) = 0 O=x=<4 (5.10)
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M'gc(a) =M'y5(4) - cos(a) + (V'y — 1) - 3 - sen(a) Sz

T
Tlac@) = (V'3 + 1) -3+ 11~ cos(@)] ~ M (®) -sin(@) =2
Mpgp(x) =V'g-x .
T'gp(x) =0 0<x<2
M pe(a) = =M'pp(2) - sen(a) + V'z - 3 - sen(a) N

s
T'pela) = M'gp(2) - cos(a) + V' -3 - [1 —cos(a)] 0<ac< >

5.3 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

A integral para determinag@o do deslocamento vertical na se¢@o correspondente ao nd B

(Oy,) esta apresentada em (5.11) utilizando as equagdes dispostas em (5.5), (5.6) e (5.10).

B

T Mup(x) - M 5(x () - T 4p(x
5, :f 45 (X) aB( )dx+f e (x) - T 45( )dx
0 EC-If 0 G. - I;

3-da

T
jiMBC(a) -M'pc (@)
+ .
0 Ec- If

T
2T ST’ M -M'
+ f sc(a@) - T'ge(a) . 3-da+f ep (%) gp (%) dx
0 GC : It 0 EC . If
(5.11)

T ST
+.f Ep(x) - T'gp(x) dx
0 Gc : It

3-da

T
ffMDc(a) M'pc(a)
+ N
0 Ec : If

3-da=-1.25092-10"1m

Vs
ffTDc(a) T'pc(@)
+ .
0 Gc : It

Exercicio 5 (isostatico, arco, triapoiado)
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-EIEXERCiCIO 6 (ISOSTATICO, BARRA INCLINADA, ARCO,

TRIAPOIADO)

Calcular o deslocamento vertical no ponto B (6y,, ) para a grelha da Figura 6.1. Considerar

somente os esforgos de flexao e torgao.

2,00 2,00

7 B 15, E2,50\

T<y 104 3°° L
1,50

Figura 6.1 — Grelha do Exercicio 6.

Dados do problema:
E. = 25 GPa (Mddulo de elasticidade longitudinal)
G, = 10 GPa (Modulo de elasticidade transversal)

Ir = 7,2-107% m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,53 - 1073 m* (Momento de inércia a tor¢do)

6.1 SISTEMA REAL (FIGURA 6.2)

A e
-

Figura 6.2 — Sistema Real do Exercicio 6.

Exercicio 6 (isostatico, barra inclinada, arco, triapoiado)
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As reagoes de apoio serdo calculadas a partir das equagdes de equilibrio da estatica, e a

Figura 6.3 mostra a posi¢ao das resultantes para as cargas uniformemente distribuidas nos arcos
BC e CD, determinadas em (6.1).

0:Gy

Figura 6.3 — Detalhe da posigéo das resultantes P, € Pg, em vista superior.

Determinacao das resultantes dos carregamentos distribuidos nos arcos

2R -sen (%)
0G(a) = "
2-2,5-sen(%) 2-2-sen(%) 6.1
0161 = T 0262 = T ( . )
2 2
T T
Pg, =10 =i 2,5 =39,270 kN Pg, =15 i 2=47124 kN

Calculo das reacoes de apoio

+
*F,® =0 62)
VA+VC+VE_PR1_PR2 :0

$+
IMy,”~ =0

T T
Ve+2 = Pr, 0,65 - sen (Z)] — Pg, 046y - sen (Z) +2|+ Vg (6.3)
T
-[2+2,5—1,5-tg(g)] =0

t

IMy,~ =0
(6.4)

Ve 4~ Py, [2- 0,6, - sen (%) +2| = Py, - [0464 - cos (%) +15]=0

Exercicio 6 (isostatico, barra inclinada, arco, triapoiado)
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Reacdes de Apoio
Vy =298 kN Ve = 62,475 kN Vg = 20,938 kN

Tabela 6.1 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Real.

Para o problema em questdo, as se¢des estdo apresentadas na Figura 6.4, e as equagdes

disponiveis em (6.5) e (6.6).

——

Figura 6.4 — Determinacao das secdes para as equacdes de momento fletor e torsor em vista
superior.

Mgp(x) = Vg - x
S1

0<x<1732 6.5)

Tep(x) =0

Para a determinagao das equagdes de esfor¢os em DC ¢é necessario destacar o calculo das
componentes do momento Mgp (1,732) cujo vetor representativo chega inclinado em relacdo a

primeira se¢do do arco, em D, conforme ilustrado na Figura 6.5.

Mgp(1,732)sen(g)

Mgp(1,732)

Mgp(1,732)cos(g)

Figura 6.5 — Determinacao das componentes de Mgp na secdo D em vista superior.

Em seguida os dois momentos demonstrados na Figura 6.5, Mgp(1,732) - cos(”/6) e
Mgp(1,732) - sen(”/6), serdo multiplicados por especificas fung¢des trigonométricas visando
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a determinacdo dos momentos fletores e torsores correspondentes a se¢do S» do arco,

apresentados na Figura 6.6. Para efeito ilustrativo, Mgy (1,732) estéa representado por Mgp.

O
Mgycos(g)sen(a) Mgpsen(g)-cos(a)

MED-cos(g)

MED-cos(g)-cos(a)

Figura 6.6 — Desmembramento dos momentos Mg (1,732) - cos(”/6) e Mgp(1,732) -
sen("/¢) no arco DC em vista superior.

Mp-(a) e Tpc(a), assim como as equacdes de esforgos para as outras barras, sdo
definidas conforme (6.6). De forma analoga, os momentos My € Tp. sdo desmembrados para
o calculo de M g(a) e Teg(a). As expressdes 0,G,(a) e 0,G,(a) sdo calculadas a partir do

demonstrado em (6.1) para 0G ().

Mp(a) = Mgp(1,732) - cos (%) -cos(a) + Vg - 2,5 - sen(a)

—10-25 - «a- [0101(“) T Sen (%)]

i
— Mg, (1,732) - sen (E) -sen(a)
- Sz
Tpc(a) = Mgp(1,732) - cos (E) -sen(a) + Vg - 2,5 0<a< % (6.6)

[1—=cos(a)]—10-2,5 -«

: [2,5 — 0,G,(a) - cos (g)] + Mzp(1,732)

- sen (%) - cos(a)

Exercicio 6 (isostatico, barra inclinada, arco, triapoiado)
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Mg (@) = Mpg (g) sen(a) + (Vg + Ve — 1025 %) 2
-sen(a) —15-2-«a - [0262(0.') - sen (%)]

—Tpc (g) - cos(a) S3

o
IA
Q
IA
N

Tep(@) = Mpg (g) ~cos(@) = (Vg + Ve — 1025 %) 2

[1=cos(a)]+15:2 -«

: [2 — 0,G,(a) - cos (g)] + Tpe (E) -sen(a)

2 2
Mup(x) =V, - x
S4
Tx(x) =0 0<x=<2
6.2 SISTEMA VIRTUAL (FIGURA 6.7)
2,00/_ A
s
2,00

— B 2,50

z >

€ ,

Eq 50

C
TV'C 2,50

Figura 6.7 — Sistema Virtual do Exercicio 6.

Calculo das reacoes de apoio

® _

F,® =0 (6.7)
V,A+V,C+V,E_1 :0

vt
My, =0 .
V’C-2+V’E-[2+2,5—1,5-tg(z)]=0 ‘

6
t

Vie-4—1-2=0
. ]
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Reacdes de Apoio

V', =0,775 Ve =05 V'y = —0,275

Tabela 6.2 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Virtual.

As seg¢des transversais para calculo das equacdes estao demonstradas na Figura 6.4 e as

equacdes de esforgos estdo explicitas em (6.10).

Mgp(x)=V'g-x S,
T'gp(x) =0 0<x<1,732

s
M'pc(a) = M'gp(1,732) - cos (E) -cos(a) +V'g - 2,5

-sen(a) — M'gp(1,732) - sen (%) -sen(a)

Sz
is
T'pc(a) = M'gp(1,732) - cos (%) -sen(a) + V'g - 2,5 0<ac< )
-[1 = cos(a)] + M'gp(1,732)
Ty, (6.10)
- sen (6) cos(a)
I 1A T[ A A
M'cg(a) = M'p¢ (E) -sen(a) + V'g + V') -2 -sen(a)
, T
—T'pc (E) - cos(a) Sz
is
T 0<a<s-—
T’CB(OZ) - M,DC (E) . COS(“) - (V,E + Vlc) . 2 2
, (T
[1=cos(a)] + T'p¢ (E) -sen(a)
Mapx)=V'y-x Sq
0<x<2

T,AB (x) =0

6.3 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

De posse das equagdes resumidas em (6.5), (6.6), e (6.10), parte-se para as integrais de

calculo do deslocamento vertical em B (6, ), dispostas em (6.11).
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o [ M) (T Tt
Ve 0 EC . If 0 GC . It

M M
+ jz pc(a) pc(a) 25 da
0

E. I

T
2T - T

+ f pe(@) - T'pel(a) 25 da
0

Ge - It
(6.11)

2-da

T
JfMCB(a) “M'cp(a)
+ .
0 EC * If
ZMAB(x) 'M’AB(x)

-2-da+f dx
0 Ec'If

T
n ffTCB(O—’) : T,CB (0—’)
0 Gc ' It

=-1,65412-103m

2Tup(x) - T 45 (x
+f e (x) - T 45( )dx
0 Gc'It
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EXERCICIO 7 (HIPERESTATICO, ARCO, BARRA INCLINADA)

Determinar a rotagdo em relagdo ao eixo y no ponto D (8y), € o deslocamento vertical
no ponto C (8y,) na grelha hiperestatica da Figura 7.1. Considerar somente os esforgos de

flexao e torcao.

Figura 7.1 — Grelha do Exercicio 7.

Dados do problema:
E. = 20 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal)
G. = 8 GPa (Moddulo de elasticidade transversal)

Ir = 7,0 -107* m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,2 - 1073 m* (Momento de inércia a torgao)

A grelha da questdo 7 possui quatro apoios, consequentemente ¢ uma vez hiperestatica.
A resolucao sera feita pelo Método das Forgas a partir da retirada do apoio em E, conforme

Figura 7.2.

Exercicio 7 (hiperestatico, arco, barra inclinada)
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7.1 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA REAL (FIGURA 7.2)

10KN

Figura 7.2 — Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 7.

O Sistema [0] do Sistema Real ¢ apresentado no topico 7.2, a partir da remocao do

hiperestatico X;.

7.2 SISTEMA [0] DO SISTEMA REAL (FIGURA 7.3)

Figura 7.3 — Sistema [0] do Sistema Real.

Determinacao das resultantes dos carregamentos distribuidos nos arcos

O arco BCD sera analisado em dois trechos distintos, BC e CD, conforme ilustrado na
Figura 7.4. Essa divisdo decorre do Sistema Virtual utilizado para o calculo do deslocamento
vertical no ponto C (ver topico 7.5), que introduz uma descontinuidade nesse nd, por meio da

carga virtual P = 1.
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Figura 7.4 — Detalhe da posigdo das resultantes Pg . € Pgj, . €m vista superior.

2R -sen(%)
0G(a) =
« T
2-2-sen %
(7.1)
OGBC = OGDC = T
2
Prjj=q-a-R

s
PRBC=PRDc=5'§'2

Calculo das reacoes de apoio

F,® =0
2 2 (7.2)
V0A+VOB+V0D_PRBC_PRDC_1O. T +1O T =0
=@ =
ot
IMy,”" =0
2 i T
V0,2 —10-———-1— Pgp, - OGpc - sen (Z) — Ppp. - 0Gpc - sen (Z) (7.3)
COoS (g)
+10—2 _.1=0
=)
(7.4)

Exercicio 7 (hiperestatico, arco, barra inclinada)
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M
My, =0

+ 2

2 [tg(%)-Z]

vo,-{[tg (%)2] +2f+ V052 1O'cos(”)

6

— Prgc - OGpc - cos (%) + Prpc - OGpc - cos (%) —V0p -2

2 ([re(5)2]

—10- +2;=0
cos (%) 2
Reacoes de Apoio
V0, =20 kN V0p = 19,695 kN V0p = —8,279 kN

Tabela 7.1 — Resumo das reagdes de apoio no Sistema [0] do Sistema Real.

As se¢des que serdo utilizadas para as equagdes estdo demonstradas na Figura 7.5.

y & \
l i
3 R2,0 §Reo !
X B D
Figura 7.5 — Determinacao das secdes para as equagdes de momento fletor e torsor em vista
superior.
As equagdes para o trecho AB estdo dispostas em (7.5).
MO,p(x) =V0,-x—5-x2
S1
0<x<2309 (7:5)

TO4p(x) =0

A Figura 7.6 ilustra as excentricidades para determinagdo das equagdes MOg-(a) e

TO0gc (), calculadas em (7.6).
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2,0

0)
B V0,+V05 -10[2/cos("%)]

Figura 7.6 — Detalhes das excentricidades para as equacdes MOp-(a) e TOpc(@).

er(a) = 2 - sen(a) e:(a) =2-[1—cos (a)]
(7.6)
! =0G x ! =2-0G x
e's(a) = 0G(a) - sen (E) e't(@) =2 —-0G(a) - cos (E)
As equacgdes estao resumidas em (7.7).
T
MOg-(a) = —MO0,45(2,309) - cos (g) - cos(a)
2
+ V0, + V05 —10- ———|-e;(a) -5
cos (E)
s
2-a-ef(a) + M0y4p(2,309) - sen (E)
-sen(a) Sz
0<a< T
<a<=-
TOgc(a) = —M0,45(2,309) - cos (%) -sen(a) 2
(7.7)

+|Vo, + V0, —10-

2
@ -et(a) -5

s
-2 a-elf(a) —M0,5(2,309) - sen (E)

-cos ()
MOED(X) =5. x2
S3

0<x<2309

De forma similar a Figura 7.6, a Figura 7.7 ilustra os dados para determinagdo das

equagdes MOp-(a) e TOpc (), resumidas em (7.8).
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0
VO0p+10[2/cos(Vg)] D
Figura 7.7 — Detalhes das excentricidades para as equagdes MOp-(a) e TOpc(@).

MOp(a) = —=M0gp(2,309) - cos (g) - cos (a)
2
+{V0p +10-——— |- ¢(@)~5-2«a
coS (g)
, /s
~ef(a) + M0gp(2,309) - sen (g) - sen(a)
S4
T

TOpc(a) = M0gp(2,309) - cos (%) - sen(a) 0<ac< > (7:8)

2
+|-v0op—10- —— | - e,(@) +5-2
COS(E)

i
~a-e{(a) + M0gp(2,309) - sen (g)

-cos(a)

7.3 SISTEMA [1] DO SISTEMA REAL (FIGURA 7.8)

™~
1,15

Figura 7.8 — Sistema [1] do Sistema Real.
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Calculo das reacoes de apoio

+
*F,® =0 (7.9)
T
IMy, =0 (7.10)
Vi,-2+1:2=0
My, =
(7.11)

V1A-{[tg(%)-2]+2}+VlB-2—V1D-2—1-{[tg(%)-2]+2}=0

As reagdes de apoio estdo na Tabela 7.2 enquanto as equacdes de esfor¢os internos sdo

apresentadas em (7.12).

Reacdes de Apoio
Vi, =-1 kN V1ig = 1,577 kN V1ip = —1,577 kI
A7 kN BT kN b= kN

Tabela 7.2 — Resumo das reagdes de apoio no Sistema [1] do Sistema Real.

MlAB(X) = VlA - X

Si
0<x <2309
T14p(x) =0
i
M1g-(a) = —M1,45(2,309) - cos (g) - cos(a)
+ (V1 + V1p) - ep(a) + M1,5(2,309)
s
. sen (g) -sen(a) S,
Vis
i 0<as<? (7.12)
Tlgc(a) = —M1,5(2,309) - sen (E) - cos(a)
+ (VlA + VlB) * et(a) - M1AB(2'309)
s
- cos (g) -sen(a)
M1gp(x) = x
S3
0<x<2,309
T1lgp(x) =0
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M1p-(a) = —M1;,(2,309) - cos (E) - cos(a)

6
+(V1p + 1) - ep(a) + M155(2,309)
. Ty . S4
sen (6) sen(a)

[e)
IA
S
IA
NI

T1pc(a) = M155(2,309) - sen (%) ~cos(a) —(Vip + 1)

cep(a) + M1;p(2,309) - cos (%) -sen(a)

7.3.1 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real

O termo de carga e o coeficiente de flexibilidade estao dispostos em (7.13).

_ 2,309 MOAB(X) . M1AB(x) 2,309 TOAB(x) : TlAB(x)
810 = E -] dx + Ge- 1 ax
. eI 0 c 1t

T Vs
+ ffMOBc(a’) “M1pc(a) 2 da+ ffTOBc(a’) Tlpc(a) .
0 0

E.- I G. 1, da
2309 MOgp (x) - M1gp(x 230970, (x) - T1gp(x
+j £p (%) £p( )dx+'[ £ (%) p( )dx
0 EC-If 0 G I,
s T
2MOp () - M1p-(a 2T0pc(a) - Tlp (@
+f pc(@) DC()-Z-da+f pc(@) DC()-Z-da
0 E. -If 0 G-I,
= 1,1189900666 - 10-3 m (7.13)

2,309 M1 2 2,309 T1 2 z M1 2
= | [M1,5 ()] o | (7145 (0)] dx+f2[ se@P
0 0 0

E. I G, I, E.- Iy

% 2 2,309 2 2,309 2
+f [T1pc(a)] -2-da+f [M1gp(x)] dx+f [T1gp(x)] dx
0 0 0

G, -1, E.-If G, I,

N f%[mnc(m]éz_ an f%mm@]éz_ i
0 0

E.-1If G, I,

m
= 2771 4-107*—
83 656 0 N

O hiperestatico X; (Figura 7.2) € obtido a partir da compatibiliza¢do dos deslocamentos e
rotagdes, demonstrada em (7.14).

{010 +611-X,=0
(7.14)

X; =—1,3436937461 kN
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Cilculo das reacées de apoio do Sistema Real (@7, 11, »™)

Vi =V0, + V1, - X, = 21,3436937461 kN = |Vl =21,3436937461 kN @

Vs =VO0g +Vig-X; = 175756623182 kN = [Val =17,5756623182kN @ 5 5,
Vp =VO0p + V1, - X, = —6,1597357823 kN = |Vp| = 6,1597357823 kN ®

Ve =X, = —1,3436937461 kN = |Vg| =1,3436937461 kN ®

kN \£
lVD 10w l

Figura 7.9 — Reacdes de apoio do Sistema Real.

As equagoOes de esforcos internos para o Sistema Real estdo ilustradas em (7.16),

utilizando as reagdes calculadas em (7.15) e dispostas com seu sentido correto na Figura 7.9.

Myp(x) =V, -x—5-x?

Si
0<x<2,309
Tup(x) =0
Mg (a) = —M,5(2,309) - cos (%) - cos(a)
Sz
2 0<a< T
+VA+VB—10-—n-ef(a)—5-2 - =2
cos (E)
- (7.16)
-a - ep(a) + Myp(2,309) - sen (E) - sen(a)
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Tgc(a) = —M,5(2,309) - cos (%) -sen(a)

+|V,+V5—10- cef(@)—5-2

2
coSs (%)

ca - ef(a) — Myp(2,309) - sen (%) -cos(a)

MED(x) = —VE-x+5-x2

S3
0<x<2,309
Tep(x) =0
s
Mpc(a) = —Mgp(2,309) - cos (E) - cos(a)
+ Ve —Vp+ 10 ———| - er(@) =52
cos (3)
, vis
~a - ef(a) + Mgp(2,309) - sen (g) -sen(a) S,
0<a< i
Sas<g

Tpc(a) = Mgp(2,309) - cos (%) -sen(a)

2
cos (E)
s
ca-el(a) + Mgp(2,309) - sen (E) - cos(a)

7.4  SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA VIRTUAL PARA CALCULO DE 6, (FIGURA 7.10)

~
1,15

1,15

P=1

Figura 7.10 — Sistema principal do Sistema Virtual para calculo de 6, do Exercicio 7.
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7.4.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 7.11)

Figura 7.11 — Sistema [0] do Sistema Virtual.

Calculo das reacoes de apoio

@t _
LFz= =0 (7.17)
VOA + VOB + VOD = 0
IMy > =0
Xg = (7.18)
V04-2=0
$+
ZMYC = 0
(7.19)
v, {[tg (%) 2| +2} +v0,-2-v0, 2-1=0
6
Reacdes de Apoio
Vo, =0 kN V0p = 0,25 kN V0, = —0,25 kN
AT kKN -m B kN -m D= T kN -m
Tabela 7.3 — Resumo das reag¢des de apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de
6y,
As equagoes de esfor¢os estao dispostas em (7.20).
MOAB (X) =0
S1
0<x<2309
T0,5(x) = 0 (7.20)
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MOpc(a) =VO0p - ef(a)

TOpc(a) =VO0p - (@)

MOgp(x) =0

TOgp(x) =0

MOpc(a) =VO0p - ef(a) + 1 sen(a)

TOpc(a) = =VO0p - e(a) + 1 - cos(a)

[e)
IA
S
A
e

NE
0<x<2,309

(e)
IA
)
IA
N

7.4.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

As integrais do sistema [1] do Sistema Virtual sdo iguais as integrais do sistema [1] do

Sistema Real, apresentadas no topico 7.3. O termo de carga atualizado esta disposto em (7.21).

2309 M0, 5(x) - M1,5(x 230970 . (x) - Ty (x
810 =f AB(E) : a( )dx+f ap(X) a8 ( )dx
0 ¢l 0

GC.IL'

da

T s

2MOg () - Mlg-(a 2T0g () - Tlge(a
+j pc(a@) BC()'2~da+j pc(a) BC().Z.

0 0

ECIf

G-I,

2309 MOy (x) - M1gp(x 230970, (x) - Tl (x
0 0

E. I

GC'It

2-da

T Vs
+I§M0DC(‘1)'M1DC(“)'2'da+J.7TODC(a)'T1DC(a’).
0 0

E. I

=1,3242358904 - 10~*

kKN -m

O X; da Figura 7.10 ¢ calculado em (7.22).

{010 +611-X,=0

X, = —0,1590154852 kN
= v kN

Exercicio 7 (hiperestatico, arco, barra inclinada)

GC‘It

(7.21)

(7.22)

59



Cilculo das reacdes de apoio do Sistema Virtual (@*, 11, »*)

kN D kN
Via=V0,+V1, - X; = 0,1590154852—— = IV'al =0,1590154852,—— @
kN ,
Vg=V0g+V1g-X, =0 = |Vg|=0
B B B 41 kl\]ld'vm (7'23)
Vip=V0p+V1p- X =0 10— = |V'p|=0
I = = — = ! =
V'g = X; = —0,1590154852 —— V' 0,1590154852 -~ (%)
~
1,15
A \—\
z B ,
ky \\
1,15
X ~
E
_A‘/ lV'E
P=1

Figura 7.12 — Reagdes de apoio do Sistema Virtual para calculo de 6,, .

De posse das reagdes de apoio exibidas em (7.23) e ilustradas com seus sentidos corretos
na Figura 7.12, determinam-se as equagdes de momento fletor e torsor em todas as se¢des

estabelecidas na Figura 7.5, resumidas em (7.24).

M'AB(X) = V,A X

Si
0<x<2,309
T's(x)=0
s
M'g-(a) = —M',5(2,309) - cos (E) cos(a) +V'y - ep(a)
M’ (2,309 z 7.24
+ M',5(2,309) - sen (g) -sen(a) S, (7.24)
0<a< E
-T2

i)
T'gc(a) = —M'45(2,309) - cos (g) -sen(a) +V'y - e.(a)

i
- M',5(2,309) - sen (E) - cos(a)
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MIED(x) = _V,E X S3

0<x<2309
T'ep(x) =0
s
M'pc(a) = —M'p(2,309) - cos (E) -cos(a) =V'g - ef(@)
i
+1-sen(a) + M'g;(2,309) - sen (E)
-sen(a) S4
0<a< il
<as<y

i
T'pe(a) = M'gp(2,309) - cos (g) -sen(a) + V'g - e(a)

T
+1-cos(a) + M'g5(2,309) - sen (E)

-cos(a)

7.5  SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA VIRTUAL PARA CALCULO DE 6y (FIGURA 7.14)

Figura 7.13 — Sistema Principal do Sistema Virtual para célculo de &y, do Exercicio 7.
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7.5.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 7.14)

~
1,15

Figura 7.14 — Sistema [0] do Sistema Virtual.

Calculo das reacoes de apoio

@t _
LFz= =0 (7.25)
VOA+VOB+VOD_1=O
IMy > =0
Xg T (7.26)
V04-2—-1-2=0
$+
ZMYC = 0
(7.27)
VOA-{[tg(E)-Z]+2}+VOB-2—VOD-2=O
6
Reacoes de Apoio
40 —1kN V0g = O789kN 40 —0789kN
47 TkN S D T kN
Tabela 7.4 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de
Oy
As equagdes estao resumidas em (7.28).
MOAB(X) = VOA X
Si
0<x<2300  (72%

TOAB(.X') =0
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MOg-(a) = —MO0,45(2,309) - cos (E) -cos(a)

6
+ (V0,4 +V0p) - ef(ar) + M0,5(2,309)
s
. sen (g) -sen(a) S,
N<<a< E
n -— -—
TOgc(a) = —M0,45(2,309) - cos (E) - sen(a) 2
+ (VOA + VOB) * et(a) - MOAB(27309)
s
. sen (g) -cos(a)
MOgp(x) =0
S3
0<x<2,309
TOED(X) - 0
MODC((X) = VOD . ef(a) S4
0<a< i
Sasg

TOpc(a) = —V0p - e (@)

7.5.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

Analogo ao topico 7.4.2, o Sistema [1] pode ser igual nos sistemas Virtual e Real ¢ j4 foi
apresentado em detalhes no tépico 7.3. A atualizag@o no termo de carga estd demonstrada em

(7.29) utilizando as equagdes de (7.12) e (7.28).

2309 MO,p(x) - M1,5(x) 2309 T045(x) - T145(x)
810 = - dx + - dx
0 E.-If 0 Ge - Iy

s s

2MOg () - Mlg (a 2T0gc(a) - Tlgo(a
+j pc(a@) BC()-Z-da-i—j pc(a) BC()-Z-da’

0 0

E. I [

N f2.309 MOgp(x) - M1gp(x) . f”"" T0gp(x) - T1pp (%) dx (7.29)
0 Ec- Iy 0 Ge -1t

T Vs
+f§M0DC(a)'M1DC(a)~2-da+J7TODC(a).T1DC(a)~2-
0 0

E. -1 G-I, da

m
=-4,1 282-107*-—
/163858282 - 10—

O hiperestatico X; escolhido para a resolugdo, ilustrado na Figura 7.13, ¢ calculado em

(7.30).
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{010 +611-X,=0

(7.30)
X OSkN
172 kN
Cilculo das reacées de apoio do Sistema Virtual (®@*, 1, »™)
, kN =05 N
VA = VOA+V1AX1 =0,5W = |VA| _OISkN @
kN .
Vg =V0g+Vlg-X; =0 — = V'gl =0
B B B 41 ]](C% (7.31)
- X —0 - = V. l=0
Vip=V0p+V1p-X; =0 - Vbl
1’4 —X—OSkN =4 |V'|—05kN@
E — 41 — Y kN el =0V, kN

Figura 7.15 — Reagdes de apoio do Sistema Virtual para célculo de dy,..

Utilizando as reagdes expostas com sentido correto na Figura 7.15, e valores em (7.31),
calcula-se as equagdes de esforgos internos, (7.32), visando a determinagdo do deslocamento

vertical em C.

M'yp(x) =V'y-x

S1
0<x<2309
T,AB(x) =0
is
M'g-(a) = —M',5(2,309) - cos (g) -cos(a) +V'y - ep(a) S,
is
T 0<a<s-—
+ M',5(2,309) - sen (E) -sen(a) “=5 (7.32)

Exercicio 7 (hiperestatico, arco, barra inclinada)

64



/s
T'gc(a) = —M',5(2,309) - cos (g) -sen(a) +V, - e(a)

T

— M'45(2,309) - sen ( -

) -cos(a)

M’ED(x) s V,E X

S3
0<x<2,309
T'ep(x) =0
T
M'pe(a) = —M'gp(2,309) - cos (g) ~cos(a) +V'g - ef(@)
, vis
+ M'p(2,309) - sen (g) - sen(a) S,
0<a< E
-2

T'pe(a) = M'gp(2,309) - cos (%) -sen(a) = V'g - e(a)

/[

+ M'5(2,309) - sen ( -

) -cos(a)

7.6 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

A integral para o calculo de HyD ¢ apresentado em (7.33) utilizando as equacdes de (7.16)

e (7.24).

2309 MAB(x) M yp (x) 2309 Typ (x) - T’AB(x)
HyD = dx + dx
0 0

E I G, -1,

M, (a) - M, (a) 3T, (a) - ')
0 0

E.- If G, I,
j2,309 Mgp (x) : M,ED (x) f2'309 Tgp (x) ) T,ED (x) (7-33)
+ dx + dx
0 E.- If 0 G, I,

cda

EMDC(“) : M’Dc(“) ETDC(OZ) : T’Dc(“)
+ c2-da+ -2
0 0

E. - G-I,

=7,0044 -10"*rad

Para o célculo do deslocamento vertical em C (dy ), as equagdes (7.16) e (7.32) sdo

integradas em (7.34).
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2309 Mg (x) ’ M,AB (x) 2309 Typ (x) : T’AB(x)
Ov. = dx + dx
0 E.- If 0 G, I,

T T
2Mp(a) - M () 2Tpo(a) - T'p ()

+f B B -2-da+f B B -2 -da
0 0

E.- I G, -1,
2,309 MED (x) ° M,ED (X) 2.309 TED (X) ° T,ED (x) (7.34)
+ dx + dx
0 E.-If 0 G, I,

T s
2Mp(a) - M'p(a) 2Tpc(a) - T'po(a)

+f e e ~2~da+f e e - 2-da
0 0

E.- I G, 1,

c

=1,8046-10"3m
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EXERCiCIO 8 (HIPERESTATICO, ARCO, QUADRO FECHADO

Calcular o deslocamento vertical do ponto B (8y,) da grelha apresentada na Figura 8.1.

Considerar somente os esfor¢os de flexao e torcao.

Figura 8.1 — Grelha do Exercicio 8.

Dados do problema:

E. = 20 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal)

G, = 2?5 GPa (Modulo de elasticidade transversal)
Ir = 7,2-107* m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,5 1073 m* (Momento de inércia a torgdo)

A grelha triapoiada da Figura 8.1 possui um quadro fechado, o que acrescenta trés
incognitas ao sistema isostatico definido pelos trés apoios. A estrutura ¢ entdo 3 vezes

hiperestatica, e sera resolvida a partir de uma se¢@o no ponto B, conforme Figura 8.2.

Figura 8.2 — Posi¢do da se¢do no Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 8.
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8.1 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA REAL

A estrutura isostatica auxiliar formada a partir da seccdo comentada anteriormente ¢
denominada de sistema principal e estd demonstrada na Figura 8.3, onde ¢ possivel identificar

também os hiperestaticos X1, X, e X3 que serdo utilizados na resolug¢do pelo Método das Forcas.

Figura 8.3 — Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 8 em perspectiva isométrica e
vista superior.

8.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 8.4)

Figura 8.4 — Sistema [0] do Sistema Real.

Determinacao das resultantes dos carregamentos distribuidos nos arcos

2-R-sen(%)

a
n
2-3-sen (%)
(8.1)

0G(a) =

OGBA = OGAD = OGBC = OGCD =

PRl.qu-a-R

PRBA:PRAD:PRBCZPRCDzlo'E
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Calculo das reacoes de apoio

2F,® =0
(8.2)
VOA+VOC+VOD+4-(—10-%-3) -0
My, =0
VoA-3—Voc-3+2-[10-%.3.06(%).cos(%)]—2 (8.3)
[10-5- 3-06(%)-603(%)] ~0
IMy,” =0
VOD-3+2-[10-%-3-00(%)-5&1(%)]—2 (8.4)
[10 % 3.06 (g)sen(%)] -0
Reacdes de Apoio
V0, = 30 - 7 kN V0o = 30 - kN V0, = 0 kN

Tabela 8.1 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema Real.

As se¢des utilizadas para as equagoes estdo destacadas na Figura 8.5.
D

Figura 8.5 — Determinacao das se¢des para as equagdes de momento fletor e torsor em vista
superior.

A Figura 8.6 destaca a posi¢do da resultante do carregamento distribuido para o trecho
AB do arco com énfase nas excentricidades e’; e €'y, calculadas em (8.5), de acordo com o

demonstrado em (8.1).
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Figura 8.6 — Excentricidades para equacdes de momentos no trecho BA.

e's(a) = 0G(a) - sen (%) 65

e't(a) =3—-0G(a) - cos (%)

MOgy(a) = -10-3 - a-e's(a) S
1

t<ca<® (8.6)
)

TOg (@) =—10-3 - a-e'(a)

Para a equagdo do trecho 4D, a Figura 8.7 destaca todos os esforcos solicitantes da se¢ao
S> (ver Figura 8.5), que incluem a resultante da carga distribuida (Pg ), a flexdo (M0gy) € a

torcao (T'0p4) do trecho BA, e a reagao de apoio em 4 (V0,4). As excentricidades das cargas

concentradas estdo demonstradas em (8.7).

Figura 8.7 — Componentes da equagdo para o trecho AD.

er(a) = 3 - sen(a)
e;(a) =3-[1—cos(a)]

(8.7)
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MOyp(a) = —10-3 - a-e's(a) + (vo, — PRBA) -er(a)

+ MOgy4 (g) -cos(a) —TOpgy (%) - sen(a) S,
(8.8)
TOsp(a) = —10-3-a-e't(a) + (VO, — Pgy,) - e(@)

+ MOg, (g) -sen(a) + TO0gyu (g) - cos(a)

Para a determinagdo das equagoes nos trechos BC e CD, o raciocinio ¢ muito semelhante
ao desenvolvido para BA e AD, respectivamente (atentar para a mudanga de alguns sinais).

Ainda, P, . = Pg,,, calculado em (8.7). As expressdes resultantes estdo resumidas em (8.9) e

(8.10).

MOgc(a) =—10-3-a-e's(a)

S3
0<acs z (8.9)
TOgc(a) =10-3-a-e't(a) 2
MOcp(a) = —=10-3-a-e's(a) + (VO; — Pgy,) - er(a)
/[ T
+ MOp¢ (E) -cos(a) + TOg (E) -sen(a) Ss
m (8.10)
' 0<a<-—
TOcp(a) =10-3-a- e’ (a) — (VO; — Pgy.) - e:() 2
/[ T
— MOp¢ (E) -sen(a) + T0p¢ (E) - cos(a)

8.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 8.8)

C
\Xlz 1
3.00 3,00 V1
S /

Figura 8.8 — Sistema [1] do Sistema Real.
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Calculo das reacoes de apoio

@t _
LFz= =0 (8.11)
Vig+V1ic+V1lp—-1+1=0
M
XMy, =0 (8.12)
V1i,-3—=V1,-3=0
St
My, =0 (8.13)
Vip-3+1-3—-1-3=0
Reacoes de Apoio
V1A=O V1C=0 V1D=0
Tabela 8.2 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [1] do Sistema Real.
Migs(a) = —1- ef(a’) S
T
0<ac< 5
Tlgs(a) = —1-e(a)
s s
M1,p(a) = —1-ef(a) + Mg, (E) -cos(a) — Tlgy, (E)
-sen(a) Sz
0<ac< I
T T Sa=7
TlAD(“) =—-1- et(a) + MlBA (E) . Sen(a) + TlBA (E) 2
- cos(a)
(8.14)
M1 =1-
sc(a) ef(“) S
T
0<ac< 5
Tlgc(a) = —1-e(a)
s s
M1cp(a) =1-ef(a) + Mg (E) -cos(a) + Tl (5)
-sen(a) S4
0<ac< n
sass

Tlep(@) = —1-ec(a) — M1gc (g) -sen(a) + Tlpe (g)

- cos(a)
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8.1.3 Sistema [2] do Sistema Real (Figura 8.9)

C
3,00 300 [V2¢

Figura 8.9 — Sistema [2] do Sistema Real.

Calculo das reacoes de apoio

®@* _
XFz= =0 (8.15)
VZA + VZC + VZD s 0
M
My, =0 (8.16)
V2,-3—-V2,-3—-1+1=0
st
XMy, =0 (8.17)
V2,-3=0
Reacdes de Apoio
V2,=0 V2,=0 V2, =0
Tabela 8.3 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [2] do Sistema Real.
M2g,(a) =1-cos(a) S
T
0<a<s—
T2g,(a) = 1-sen(a) 2
T
M2,p(a) = —T25, (E) - sen(a) S, (8.18)
0<a< i
-T2

T2, () =T2g, (g) - cos(a)
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M2g-(a) =1-cos(a) S3

0<<a< E
-T2
T2gc(a) = —1-sen(a)
M2.p(a) = T2 (%) - sen(a) Ss
N<<a< z
-2

T2qp(a) =T2p¢ (g) - cos(a)

8.1.4 Sistema [3] do Sistema Real (Figura 8.10)

e

3,00

\ C
3,00&1 3,000 |V3¢

Figura 8.10 — Sistema [3] do Sistema Real.

Calculo das reacoes de apoio

@t _

LFz= =0 (8.19)
V3A + V3C + V3D - 0

o
My, =0 (8.20)
V3,-3—-V3g-3=0

%)+ —
My, =0 8.21)

V3,-3—-1+1=0

Reacdes de Apoio

V3A=O V?)C:O V3D=0

Tabela 8.4 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [3] do Sistema Real.
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M3g,(a) =1-sen(a)

T3g4(a) = —1 - cos(a)

M3,,(a) = M3g, (g) - cos(a)

T3,p(a) = M3g, (%) -sen(a)

M3g-(a) = —1- sen(a)
TBBC(a) =

—1-cos(a)

T
M3p (a) = M3pc (E

) - cos(a)

T3cp(a) = —M3p¢ (g) -sen(a)

8.1.5 Cdlculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real

s f% M0y, (a)
10 =
0 Ec-1If

'MlBA(Ol) .3

T
fiTOBA(a’) Tlgy(@)
+ .
0 GC ‘ It

s

2MO0 .
+f ap (@)

0 E-

3-da

%MO a
+f pc(a)
0

E.-

m

2MOp(a
+j CD( )

0 E.

E. I

“M2p,(a) .3

s
+f7MOAD(a)-
0

E.

%MO a
+f pc(@)
0

E.-

Z MO (
+j cn(@)
0

E. -

=—1,1108933143 - 10~ % rad

Exercicio 8 (hiperestatico, arco, quadro fechado)

Vs
M1,,(a 2T04p(a) - T1yp(a
AD()-S-da+f ap (@) AD()‘
If 0 G- I;
s
“M1gc(a) 3 da+ IETOBC(Q) ‘Tlge(a) .
If 0 G, I,
s
-M1 2TO -T1
CD(a)_3'da+f2 cn (@) CD(“)_
'If 0 Ge - Iy
2T054(@) - T254(a)
2 Q) - a
+f 54 54 -3-da
. G 1,
MZAD(“) ' fz TOAD((X) “T24p(a) ‘
'If SR A
: MZBC(G’) ' fz TOBC(O»’) “T2pc(a) ‘
If 'It
. Mzcn(“) ' jz TOCD(Q’) *T2¢p(a) '
If Y A

o
IA
18]
IA
NI

[a)
IA
IS
IA
SIE

[e)
IA
)
IA
SE

o
IA
)
IA
S

3-da

3-da

Il
(=]

3-da

3-da

3-da

(8.22)

(8.23)
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s
2T0gs(a) - T3p, (a)
-da

%MOBA(O»') "M3p, (a)
839 = f cda + J.
7 E Iy 0 G, 1,
s
2MO0,p (a) -M3,p (a) 2 TO,p (a) T34p(a)
+ . -3-da
0 ’ If ¢ I
T
7M03c(a) : M3Bc(a) H TOBC(O-’) T3pc(a)
+ . -3-da
0 ’ If ¢l
s
2MO0 -M3 TO T3
+f2 CD(a) cn(“)_ fz CD(a) CD(a).B‘da=0
0 ¢ 1y ¢ I
T 2 z 2 T 2
2 [M1p,(a)] 2 [T1p4(a)] 2 [M1,p(a)]
1"n= —F— - 3-d —F3-d ——F— 3 -da
0 E.-If o G, I; 0 E.-If
[P o o [FMae@F o [FTe@F
0 G. I, 0 EC-If 0 G, I,

bis
2(T1 2
3.d fzﬂ-3-da
0 Gc'lt

s
jf[Mlcn(a)]z.
0 EC'If
_ . -3 __
=4,6605527016- 10 N
2 [M2,4p ()]
2
3.d fLa.g.da
0

z 2 z 2
_ fz [M2p(a)] 3.d fz [T2p4(a)] ‘
27 EIf o Gl E. I
ff [T2,4p(a)]? 3.4 ff [M2gc(a)]? 3.4 ff [T2p¢(a)]? 3. da
0 G-I, 0 E.-If 0 G.-I;

Vs

2[T2 2
3.d +J M.g.da
0 Gc'lt

f% [M2¢p (]
0 Ec - Iy

=2,1624629432 - 104
kN -m
2 [M35,(a)]? [T35a(c)]? 2 [M3 4 (2)]?
2 2
33=f La.g.da_kf W3pall” o fi.g.da
o E. I o Gl o E.I
2 [T3 4 (@)]? 2 [M3 . (2)]? 2 [T35¢(2)]?

+12L‘1.3.d sza.g.da_Fsza.g.da
0 G. I, 0 EC-If o G-I,

T
Z[T3 2
3.d +f M-3-da
0 Gc'It

f% [M3p ()]
0 Ec-If

=2,1624629432-107*
,162462943 0 N
T
2T2p,(a) - TlBA(a)
-da

T
2M2p4(a) - Mlg,(@) f
= -3-da+
S R N
T
2M24p(a) - M1yp (a) 2 T2,p (0-’) T1,p(a)
+ . -3-da
. E.- I Go I,
s
2M2pc(a) - Mch(a’) TZBC(“) T1pc(a)
+ . -3-da
0 E.- If R A
-M1 2 T2 -T1
CD(a) f CD(a) - e (@) 3. da=0
g

s
2M2qp(a
+ f cp(a) '
0 Ec-If
. ______________________________________________________________________________________________________________________________]
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s
2M3g4(a) - M1g,(a)

13 = -3
0

T

2T3 -T1
-da+J. pa(@) BA(a)

0

-d
E. -1 G - I, “
s
7M3AD(“)‘M1AD(Q) 2T3AD(0-’) T1,p(a)
+ . 3-da
. E.-I; G 1,
T
7M3Bc(a) : Mch(a) H T3Bc(0-’) : Tch(a)
+ . 3-da
. E,- I G 1,
s
2M3¢p(a) - Mlcn(“) H T3CD(05) ‘T1cp(a)
+ . 3-da
0 EC'If S
= —6,4873888297 10_‘li
- kN
TM2;,() - M35,(0) 272;54(@) - T354(a)
2 a) - a z a) - a
623=f 24 = ~3-da+f = 2.3 da
0 EC-If 0 G I,
s T
2M2,p(a) - M3,4p(a 2T24p(a) - T3,p(a
+f ap (@) AD()~3-da+f ap (@) AD()‘3‘da
0 EC'If 0 G- I;
T s
2M2g-(a) - M3g-(a 2T2g-(a) - T3g:(a
+f pc(@) BC(>-3-da+f pc(@) BC()-3~da
0 EC'If 0 G-I,
s s
2M2.p(a) - M3.p(a 2T2qp(a) - T3.p(a
+j cn (@) CD()_3.da+f cp(@) CD()_3.da=0
0 EC-If 0 G- I;

Para a determinacdo dos hiperestaticos resumidos na Figura 8.3, a equacdo (8.24)
demonstra a compatibilizagdo dos deslocamentos e rota¢des calculados em (8.23).
{610+611‘X1+612'X2+613'X3 :0

620+612'X1+622'X2+623‘X3=0
630+613'X1+623'X2+633'X3=0

(8.24)
Xl = 0
X, =51,3716694115 kN - m
X3 = 0
Cilculo das reagdes de apoio do Sistema Real (@7, 11, »1)
Va=V04 + V14 Xy + V2 X+ V3, X5 = |Va| = 94,2477796077 kN ®
= 94,2477796077 kN
Ve =V0c +Vic X1 + V2 X3 + V3¢ X5 = |V;| = 94,2477796077 kN @
= 94,2477796077 kN
|X1| =0

|X,] =51,3716694115 kN -m {n6éB*

|X3|:0
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As equacdes de momento fletor e torsor para o Sistema Real estdo resumidas em (8.26)

com as reagdes e hiperestaticos calculados em (8.25) e dispostos com o sentido correto na

Figura 8.11.

Figura 8.11 — Reacgdes de apoio e hiperestaticos para o Sistema Real do Exercicio 8.

Mgs(a) = —10-3 - e's(a) + X, - cos ()

Tpa(@) = —10-3-a - ¢',(a) + X, - sen(a)

Mip(@) = =103 a-e'p(@) + (v, — 10-3- g) ep (@)
+ Mg, (g) . cos(a)

Typ(a) = =103 a-e’y(@) + (v, — 10 -3 %) )
+ Mg (3) - sen(@)

Mpe(a) = —10-3 - a - e's(a) + X, - cos ()

Toe(ad) =10 -3 - a - e'y(a) — X, - sen(a)

Mcp(a) = —10-3 - a-e'f(a) + (VC —-10-3 %) -ef(a)

/[

+ Mg, (E) -cos(a) + Ty (

/A

2) -sen(a)

T
Tep(@) =10 -3 - a - e’ () — (VC ~10-3- E) e, (@)

— Mg, (g) -sen(a) + Tgc (%) - cos(a)

[e)
A
)
A
S

Sz

[e)
IA
S
IA
e

S;3

o
IA
)
IA
NE

[e)
IA
)
IA
S

(8.26)
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8.2 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA VIRTUAL (FIGURA 8.12)

Para o Sistema Virtual a grelha do Exercicio 8 sera seccionada no ponto B, descarregada,

e um esforco virtual sera aplicado conforme Figura 8.12.

Figura 8.12 — Sistema Principal do Sistema Virtual do Exercicio 8 em perspectiva isométrica
e vista superior.

8.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 8.13)

b

Figura 8.13 — Sistema [0] do Sistema Virtual.

Calculo das reacoes de apoio

®F _

LFz= =0 (8.27)
V0, +V0s +V0p—1=0

o
My, =0 (8.28)
V0,-3—V0g-3=0

¥
My, =0 (8.29)

V0,-3+1-3=0
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Reacdes de Apoio
V0, = 1kN V0. = 1kN Vop = 1klV
47 kN ©7 kN P T kN

Tabela 8.5 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual.

A Figura 8.5 mostra as se¢des transversais genéricas empregadas para a escrita das

equacdes de esforcos internos, conforme (8.30).

MOg,(a) = —1- ef(a)

S1
T
0<ac< 5
TOgs(a) = —1- e(a)
MO,p(a) = (V0 —1) - er(a) + MOgyu (E) - cos(a)
! 2 (8.30)
s
—TO0g4 (E) - sen(a) S,
N<<a< E
-T2

T0,p(@) = (VO, — 1) - ep(@) + MO, (%) . sen(a)

+ T0g, (g) - cos(a)

Para a escrita das equagdes do trecho BC e CD, vale a observagdo que a carga unitaria
devera ser contabilizada somente para uma das equacgdes advindas do n6 em que ¢ aplicada.
Nesta resolucdo optou-se por considerar em B no sentido hordario, e consequentemente MOp €

T0pgc serdao nulos por ndo haver forca nem momento no trecho, como pode ser visto em (8.31).

MOgc(a) =0 S5
T
0<a<s—-
TOgc(a) =0 2

(8.31)

MOcp(a) =VO0c - ef(a) Ss
0<a<Z
Sas<s

TOcp(a) = —VO0c - ex(a)
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8.2.2 Cdlculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

O Sistema Virtual possui os mesmos Sistemas [1], [2], e [3] do Sistema Real, detalhados

nos topicos 8.1.2, 8.1.3, e 8.1.4, respectivamente. As integrais foram dispostas em (8.23), e s6

ha modificagdo nos termos de carga, demonstrados em (8.32).

s
fEMOBA(a) . MlBA(Ul)
610 =
0

™
2TO -T1
da+J BA(a) BA(a) - da
E.- I ; Ge - I,
T
+j7M0AD(a’) MlAD(a) fZTOAD(a) T1AD(“).3_da
If 'It
s
f7 OBC(a) Mch(Ol) fZTOBC(UC) Tch(af)‘ - da
Ay I,
IZMOCD(Q) Mlcu(“) fZTOCD(a) Tlcn(“). da
I I,
=2,3302763508 - 10_3£
- kN
ZMO0g,(a) - M25,(a) ET()()TZ()
2 . 2 .
820:_[ Bal\d BAa.3.da+f Bald& Bal& 3. da
0 Ec'If 0 G, - I;
s
+j7M0AD(a)'M2AD(a)_ fZTOAD(a) TZAD(a).3‘da
0 Ec'lf It
s
+I7MOBC(a)-M23c(C¥). fZTOBC(a) TZBC(“)‘:;.da (8.32)
0 Ec'If It
s
+f§M0CD(a)'MZCD(a). J' TOCD(“) T2€D(a)-3-da
0 Ec'If e I
=-3,2436944148 - 10~* 1
o kN
2 MO0y, (@) - M3g,(a) 2T0,,(a) - T35,(a)
2 . 2 .
830=f pala BA“_3_da+f pala sal®) o
0 Ec'If 0 Gc'lt
s s
2MO0,p(a) - M3,4p(a 2T04p(a) - T34p(a
+f ap (@) AD()-S-da+f ap () AD()'3‘da
0 EC'If 0 G- I;
s s
2MOg-(a) - M3g.-(a 2T0g () - T3gc(a
+j (@) BC()-3'da+f pc(a) BC()'3~da’
0 Ec'lf 0 Gc'[t
T T
2MOqp(a) - M3.p(a 2T0qp(ax) - T3-p(
+] co (@) CD().3.da+f cn (@) CD()_3.da
0 Ec'lf 0 Gc'lt

1
= —3,2436944148 - 10~ * —

kN

Com os termos de carga atualizados conforme (8.32), faz-se a compatibilizacdo dos

deslocamentos e rotagdes conforme (8.33).
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610+611'X1+612'X2+613'X3:0
620+612'X1+622'X2+623'X3=0
630+613'X1+623'X2+633‘X3=0

(8.33)
Xl = _0,5
XZ = 1,5 m
X3 = 0
Cilculo das reacoes de apoio do Sistema Virtual (®@*,1*, »™)
V’A:V0A+V1A'X1+V2A'X2+V3A'X3 kN
kN = Val=1— ®
=1— kN
kN
V’C=VOC+V1C'X1+V2C'X2+V3c'X3 kN
kN = Viel=1—®
=1— kN
kN
V’D = VOD + V1D . X1 + VZD . Xz + V3D 'X3 kN (834)
kN

_ kN .
1X,| =05~ @né B

kN -m )
|X;] = 1,5—kN {né6B*%

X351 =0
A Figura 8.14 exibe as reagdes de apoio e hiperestaticos com os sentidos corretos. As

equagdes estao apresentadas em (8.35).

Figura 8.14 — Reagdes de apoio e hiperestaticos para o Sistema Virtual do Exercicio 8.

M'ps(a) = (X1 — 1) - ef(@) + X, - cos (a)

(e)
IA
Q
IA
N

T'gala) = (X, — 1) - ee(a) + X; - sen (a)
(8.35)
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s
Myp(@) = (Vg =1+ X;) - ¢r(@) + M54 (5) - cos(@) =
0<a=<s—
2
4 ! ! T
T'ap(a) = (V4 =1+ X1) - e(a) + M'py (E) - sen(a)
M'pc(a) = =X, - ef(a) + X, - cos () S
3
T
0<ac< 5
T'gc(a) = X; - e(a) — X, - sen (a)
i ! ! n
M'ep(@) = (V'e = X) - ep(@) + M'5c (3) - cos(a) S,
N<<a< E
-T2

T'ep(@) = =(V'c = X)) - e(@) = Mg (5) - sen(@)

8.3 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

O deslocamento vertical em B esta apresentado em (8.36), com as equagdes extraidas de

(8.26) e (8.35).

T V3
'[7 Mgy (@) - M'g,(a) fETBA(a) ‘T'ga(a)
5 0 0 GC * It

E.- I

+ I%MAD(CZ) - M'yp (@) _
0

Ec'If 3-da
ITup(a) - T'4p (@)
2 a) - a
+f AD AD -3-da
0 Gc'It
7 Mpe(@) - M'pe (@)
2 a) - a
+f BC BC -3-da
0 Ec'If
2 Tpe() - T'pe(@)
2 a) - a
+J BC BC -3-da
0 Gc'It
ZMep(@) - M'ep(a)
2 a) - a
+f cD cD -3-da
0 EC'If

T
jfTCD(a) “T'ep(a)
+
0 Gc ' It

3-da

.3-da=17,92588-10"3m
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-EIEXERCiCIO 9 (HIPERESTATICO, ARCO, CARGA LINEAR,

BIENGASTADO)

Determinar o deslocamento vertical (8y) € as rotagdes associadas ao eixo x (6y,) € ao
eixo y (8y,) em D, na grelha hiperestatica da Figura 9.1. Considerar somente os esforgos de

flexao e torcao.

Figura 9.1 — Grelha do Exercicio 9.

Dados do problema:
E. = 25 GPa (Mddulo de elasticidade longitudinal)
G, = 10 GPa (Modulo de elasticidade transversal)

I =72- 1073 m* (Momento de inércia a flexdo)

I, = 7,526 - 1073 m* (Momento de inércia a tor¢io)

A grelha da questio 9 possui dois engastes, consequentemente, ¢ trés vezes hiperestatica.
A resolucdo seré feita pelo Método das Forgas a partir da retirada do engaste em A4, conforme

Figura 9.2.
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9.1 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA REAL (FIGURA 9.2)

e

1,50

E
1,50

Figura 9.2 — Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 9.

O Sistema [0] do Sistema Real ¢ apresentado no tépico 9.2 pela remogdo dos

hiperestaticos X;, X> e X;.

9.2 SISTEMA [0] DO SISTEMA REAL (FIGURA 9.3)

R2,0

MQ‘A
X
TOE/

1,50
VOog |~

Figura 9.3 — Sistema [0] do Sistema Real.

1,50
E

As reagdes de apoio serdo calculadas a partir das equagdes de equilibrio da estatica, e a
Figura 9.4 mostra a posi¢do das resultantes para as cargas uniformemente distribuidas nos arcos

AB e DE, determinadas em (9.1).
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y

Figura 9.4 — Detalhe da posigdo das resultantes Pg, € Pg, em vista superior.

Determinacao das resultantes dos carregamentos distribuidos nos arcos

a
2-R-senl5
06(a) = &)
2 sen (%)
2-2-sen(—+
4
0,G, = 0,G, = — 9.1
2
T
PR1 =PR2 =1052
Calculo das reacoes de apoio
F,® =0
1,5-10 1,5-10 9.2)
V0E+PR1_PR2+ 2 - 2 :0
$+
My, =0
T T
VOg 4+ T0g — Pe, - [0,6, - cos (Z) +2]+ Pe, - [2 - 0.6, - cos (Z)] (9.3)
L1510 1510
2 2 B
ot
EMXA = 0
VO -1~ MOy + P, - [0,G, - sen (%) — 1]+ Py, - [0464 - sen (%)] 9.4)
+1,5-1O 1,5-2 05]+1,5-10 1,5-2+05]_0
2 3 ’ 2 3 =
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Reacdes de Apoio
V0 =0 kN TO; =80,0kN-m MOg = 63,584 kN -m

Tabela 9.1 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [0] do Sistema Real.

As secoes que serdo utilizadas para as equacoes estdo demonstradas na Figura 9.5.

Figura 9.5 — Determinacao das sec¢des para as equagdes de momento fletor e torsor em vista
superior.

A Figura 9.6 ilustra as excentricidades para a determinagdo das equacdes M0yp(a) e
T04p(). As excentricidades estdo descritas em (9.5), enquanto as equacdes dos momentos

fletor e torsor da se¢ao 4B sao apresentadas em (9.6).

t SlA

—

X

Figura 9.6 — Detalhes das excentricidades para as equacdes M0, 5 () e T0y5 ().

e's(a) = 0G(a) - sen (%) e't(@) =2 —-0G(a) - cos (%) (9.5)
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MOyp(a) =102 a - ef(a) S
(9.6)
TOup(a) =—10-2-a-e/(a)

Em rela¢do ao trecho ED (S3), além da contribui¢do advinda da carga distribuida, as
reagdes de apoio em E contribuem com os esforgos internos conforme ilustrado na Figura 9.7,

e explicitado em (9.7).

MO cos(a)
SS %4, .MOE
MOgsen(a)
a
2,0 E
Figura 9.7 — Parcelas para as equacdes MOgp(a) e TOgp(@).
MOgp(a) = —MOg - cos(a) + TOg - sen(a) — 10 - 2 - a - e (@) S3

TO0gp(a) = MOg - sen(a) + TOg - cos(a) + 10 -2 - a - e{(a)

As equagdes para o trecho reto (52 e Sy) estdo dispostas em (9.8), com destaque na Figura

9.8 para os momentos advindos dos arcos.
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i TOg(3)
D&
d
C
Y
L;\ _°,,®B
X TOAp(3)
MO,5(2)

Figura 9.8 — Parcelas para as equacdes das secoes 2 € 4 (S2 e Sy).

M0, (x) = TO (”)+102” +< 10 +10) x
Bc\X) = 1'Uyp > ve 15 ve >
10 >
1,5 X 2-x Sz
+ 2 3 0<x<15

TOpc(x) = —MOyp (g)

(9.8)
T i 10 x?
Mo,x(x)=TOED(E)—10-2-§-x—(—15-x+10>-7
0
]_'_S'x 2-x S4
2 ] 3 0<x<15

TOpc(x) = —MOgp (g)
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9.3 SISTEMA [1] DO SISTEMA REAL (FIGURA 9.9)

MlE E /1’50
X
T1 / 1,50
E Vgl

Figura 9.9 — Sistema [1] do Sistema Real.

Calculo das reacoes de apoio

+
*F,® =0 9.9)
Vig+1=0

t
My, =0 (9.10)
Vig-1—Mip =0

vt
XMy, =0 ©.11)

Vig-4+T1; =0

Reacdes de Apoio
V1, = 1N T1, = 4 M1, = —1 M
ET kN E 7 kN B kN

Tabela 9.2 — Resumo das reag¢des de apoio do Sistema [1] do Sistema Real.

A Figura 9.10 ilustra as excentricidades para a determinacdo das equagdes M1, 5(@),
T1s(a), M1gp (), Tlgp(@). Essas excentricidades estdo descritas em (9.12), enquanto as

equacdes dos momentos fletor e torsor sdo apresentadas em (9.13).
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y
LS

X

Figura 9.10 — Detalhes das excentricidades para as equagoes M1 5(a), T1yp(a), M1gp(a), e

er(a) = 2 - sen(a)

M1,p(a) =1-ef(a)

T1up(a) = —1-e(a)

T
M1pc(x) =12+ Tl (

Tlpc(x) = —M1yp (g)

M1gp(a) = V1g - ef(a) — M1g - cos(a) + T1g - sen(a)
Tlgp(a) = —Vig - e(a) + M1g - sen(a) + T1g - cos(a)

T
M].Dc(x) == V]‘E X+ TlED (E)

T1lpc(x) = —M1gp (g)

T1gp(@).

e;(a) =2-[1—cos (a)] (9.12)

o
IA
IS}
IA
NI

Sz
0<x<1,5

(9.13)

Ss3

[e)
I
)
A
S

S4
0<x<1,;5
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9.4 SISTEMA [2] DO SISTEMA REAL (FIGURA 9.11)

1,50

W

1,50

1,50
T2g V2 [

Figura 9.11 — Sistema [2] do Sistema Real.

Calculo das reacoes de apoio

@t _
Xz~ =0 9.14)
VZE == 0
¥t
2My, =0 9.15)
V2p-1—M2;+1=0
o
My~ =0 (9.16)
V2g-4+T2=0
Reacdes de Apoio
vy = 0— T2, = 0™ M2, =1
E7 kN -m E77kKN-m E7 kN -m
Tabela 9.3 — Resumo das reag¢des de apoio do Sistema [2] do Sistema Real.
M2,5(a) = —1 - cos(a) S,
0<a< T
) (9.17)

T245(a) =1 -sen(a)
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M2pc(x) = T2yp (%)

Sz
0<x<15
T2pc(x) =0
M2gp(a) = —1 - cos(a)
S3
s
0<a<s—
T2gp(a) = 1-sen(a) 2
s
M2pc(x) = T2gp (E) S
4
0<x<1,5
T2pc(x) =0
9.5 SISTEMA [3] DO SISTEMA REAL (FIGURA 9.12)
A
1,50 /vv X3:1
/ A
1,50
e
y/
y e
1,50
X

Figura 9.12 — Sistema [3] do Sistema Real.

Calculo das reacoes de apoio

@t _
Xz~ =0 (9.18)

V3 =0

t
XMy, =0 (9.19)

V3E1_M3E:0
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o
IMy," =0

(9.20)
V3g-4+T3;,—1=0
Reacdes de Apoio
V35 =0 73, = 128 ™ M3, = o m
E™7kN-m E™ kN -m E™"kN-m
Tabela 9.4 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [3] do Sistema Real.
M3,5(a) = 1-sen(x) S,
4
0<a<s—
T3,5(a) =1 - cos(a) 2
MSBc(X) =0
S
0<x<15
T = = 1,
T3pc(x) = —M3yp (E)
(9.21)
M3gp(a) =1 -sen(a) S5
T
0<a<s—
T3gp(a) =1 - cos(a) 2
M3pc(x) =0
S4
0<x<15
T —_ —_ )
T3pc(x) = —M3gp (E)
9.5.1 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real
5.y = ngoAB(a)-MlAB(a) das ngoAB(a)-TlAB(a)‘z. B
0 E.-If 0 G-I,
+ fiSMOBc(x) Mch(x) dx + J‘Ls TOB(;(? : 71~13c(x) - dx
0 0 ¢t
+ f% 0gp(a) - M1gp(a) 2 da + J.%TOED(Q) ‘Tlgp(a) 2 da 9-22)
0 E.-If o G- I;
N Y MOpc(x) - M1pe(x) et fl's T0pc(x) - T1pe(x) i
0 E;.-If 0 G. - I,

=1,491168613 - 102 m
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2-da

Vs Vs
IEMOAB (a) - M2p (0»’) ff T0p(a) - T245(a)
20 — dO( + .
. E.- I , G. I,

+

L5 MOgc(x) - M2pc(x) 15 TO0gc(x) - T2p¢(x)
~dx + -dx
0 E.-If o G-I}

-2 -da

—+

s T
jf OED(a) MZED(“) fETOED(a) - T2gp(a)
~da +
0 0 G, I,

1SMODC(JC) MZDC(x) L5 TO0pc(x) - T2pc(x)
-dx +f -dx
E.-If 0 G. - Iy

—+

(=]

=3,0303813183 - 1073 rad

2-da

Vs Vs

2MO,p(a) - M3,5(a 2T0p(a) - T345(a
asozf ap (@) AB()~2-da+f ap (@) AB()'

. E.- I, \ G. 1,

+

L5 MOgc(x) - M3pc(x) 15 TO0gc(x) - T3pc(x)
-dx + -dx
0 E.-If o G- I,

T T
2M0 M3 2T0 T3
+f gp (@) ep(@) 2 da +J' ep (@) ep (@) 2. da
o E, I o G, -1,
LS MOpe(x) - M3p0(x LST0,0(x) - T3pc(x
+ pc(x) pel )-dx+f pc(x) pel )-dx
o E. I o G, 1,
= 4,4539458385 - 1073 rad
2 [M1,5(@)]? 2[T145(a)]? 15 [M1 5 ()]
wm [P, T@F W,
o Ecl A o E. I

1,5 2 z 2 T 2
+j [T1pc(x)] .dx_}_JZ[MlED(a)] 'Z'da+jZ[T1ED(a)] 2 da

G, -1, E, I G-I

1,5 Ml 2 1,5 T1 2
+f M1 I dx +f My I dx = 6,3921860916 - 10~% —
o E. I A kN

7 2 z 2 1,5 2
82 ZIZM'Z'da+IZ[T2AB(a)] -Z'da+J- [M2pc(x)] - dx
0 0 0

E, I G, -1, E.-1If

+ jl's [T2pc(x)]? Cdx 4+ J% [M2gp(a)]? 2 da+ f% [T2gp(a)]?

.2-d
G. 1, E. -1, G, -1, @
LS TM2,-(0)]? L5372, (x)]?
+f [M2pc(x)] -dx+f [T2pc(x0)] - dx
o E, I o G, -1,
=17,5863151501- 103
kKN -m
2 [M3,45(a)]? 2[T3,45(a)]? 15 [M35¢ ()]
agngi-z-dowf 7-2-da+f —UBCT dx
o Bl o Gl o Ek
L5 [T35c(x)]2 2 [M3p ()2 2 [T35p (@)]2
+j [ BC()]-dx+J[ ep( )]-Z'da+j[ ep( )]-Z-da
0 GC.It 0 EC'If 0 GC‘[t

1,5 M3 2 1,5 T3 2
+f [M3pc(x)] - dx +f [T3pc(x)] - dx
o E. - If o G, I;

=9,9058297218 - 10>

kKN -m
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s Vs
2M2 M1 2T2 -T1

612 — f AB(“) AB(a) .2 da +J‘ AB(a) AB((Z) 2. da
0 0

E.-If G, - I,

LSMm2 M1 LST2 -T1
+f pc (%) e (%) - dx +f e (%) e (%) - dx
0 E. - If 0 Ge It

s Vs

2M2 a) Mlpp(a 2T2 a)-T1 a
+j ep(@) ED()~2-da+f ep(@) ep(@)

0 0

-2-d
E.-I; G. 1, ¢
S M2p0(x) - M1py0(x LST2,00(0)  Tlpe(x
+f pc(x) Dc()_dx_l_f pc(x) DC().dx
0 Ec'lf 0 Gc‘lt
1
= —7,0047147945-10—6—N
2 M3,45(a) - M1,5(a) 2T345() - T145(a)
2 a) - a 2 a): a
513=f 22 42 -2-da+f = 22 da
0 Ec'If 0 Gc'lt
LS M30(x) - M1go(x L5T3,..(x) - Tlge(x
+f gc(x) BC()-dx+f sc(x) Bc()_dx
0 Ec'If 0 Gc'lt
s T
2M3 a) M1 a 2T3 a) - T1 a
+f ED( ) ED( )Zda+f ED( ) ED( )Zda
0 Ec'If 0 Gc’It

LS M3,0(x) - M1y (x LST3, (%) Tlpe(x
+f pc(x) Dc()_dx+f pc(x) Dc().dx
0 E. I o G, -1,

1
=1 48792 -10~*—
,90384879 0 N

T T
2M2 M3 2T2 -T3

8y = jz ap(a) - AB(O-’) d(x+f2 ap (@) AB(a).Z.da
0 0

Ec Gc : It

15M2 M3 LST12 T3
+f pc(x) - M3pc(x) dx+J. e (%) BC(x)-dx
E.-I; \ Go 1,

j% 250(“) M3ED( ) da+f%T2ED(a)‘T3ED(a)'Z.da
0

G-I,

15M2DC(x) M3Dc(x) L3 T2pc(x) - T3pc(x)
f -dx +f -dx
E.-If 0 G. I,

= 1,5463430478 - 105

kN -m

Para a determinacdo dos hiperestaticos resumidos na Figura 9.2, a equacdo (9.23)

demonstra a compatibilizagdo dos deslocamentos e rotagdes calculados em (9.22).

610+611'X1+612'X2+613'X3 :0
620"‘612 'X1+622 'X2 +623 'X3 =0
830+ 813 X1+ 823 Xy +833-X3=0 (9.23)
X, = —29,4924045168 kN
X, = —46,5382389904 kN - m
X; = 18,9848090336 kN - m
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Cilculo das reacées de apoio do Sistema Real (@1, 1%, »™)

Ve =V0g +V1g- X, + V25X, + V35 - Xs
= 29,4924045168 kN

Mg = MOg + M1y - Xy + M2g - X, + M3g - X3
= 46,5382389904 kN - m

Tg = —TO0p —Tlg - X; — T2z - Xo — T35 - X3
= 18,9848090336 kN - m

= |Vg| = 29,4924045168 kN ®

= |Mg| =46,5382389904 kN - m -»
(9.24)
= |Tgy| = 18,9848090336 kN - m %
V, = |X,| = 29,4924045168 kN &
M, = |X,| = 46,5382389904 kN -m -»

T, = |X3| = 18,9848090336 kN - m %

As equacdes de momento fletor e torsor para o Sistema Real estdo resumidas em (9.25)
com as reagoes ¢ hiperestaticos calculados em (9.24) e dispostos com sentido correto na Figura

9.13.

1,50

/vv 1,50/

T
E VE'/

Figura 9.13 — Reagdes de apoio para o Sistema Real do Exercicio 9.

Myp(a) =10-2-a-ef(a) =V, -ef(@) + My - cos(a) + Ty
- sen(a) S1
Typ(@) = =102 -a-ef(a) + V,-e(a) — My - sen(a) + Ty (9.25)

- cos(a)
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4 T 10
MBC(x)=TAB(E)—VA-x+10-2-5-x+(—15-x+10)
0
_x_2+ 1,_5'x _Z-x S,
2 2 3 0<x<15

Tpc(x) =0

Mgp(a) = =102 - a - ef(a) + Vg - ef(@) — Mg - cos(a) — T

- sen(a) S3
O<a(<E
Tgp(@) =102 - a-ef(a) — Vg - e(a) + Mg - sen(a) — Tg -T2
- cos(a)
Mpe(x) =T (E)+V-x—10-2-5x—<—10-x+10)
pc\X) = Tpp \5 E > 15
10
x_z_ 1,_5.x .2-x S4
2 2 3 0<x<1,;5

Tpc(x) =0

9.6 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA VIRTUAL PARA O CALCULO DE 6y, (FIGURA 9.14)

e

1,50
X
1,50/ WZ\ /X3 Tl_)=1

y
k 1,50
E

1,50

Figura 9.14 — Sistema principal do Sistema Virtual para célculo de 6y, do Exercicio 9.
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9.6.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 9.15)

1,50

Figura 9.15 — Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de &y .

Calculo das reacoes de apoio

@t _
LFz= =0 (9.26)
Vog+1=0
My, =0

Xa  — (9.27)
V0g-1—M0Og—1-1=0
Myt =0

Ya ™ (9.28)
VO -4+T0p+1-2=0

Reacoes de Apoio
Vo, = —1° N 70, = 2 <M Mo, = 2™
™ kN E7% kN E kN
Tabela 9.5 — Resumo das reac¢des de apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de
Sy,

A Figura 9.5 mostra as se¢des transversais genéricas empregadas para a escrita das

equacdes de esforcos internos, conforme (9.29).
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MOyp(a) =0

S1
is
0<a<-—-
T0,5(a) = 0 2
MOg(x) =0
Sz
0<x<1,5
TOBc(x) = 0
MOgp(a) = VOg - ef(a) — MOg - cos(a) + TOg - sen(a) S
3
is
0<as<s-—
TOgp(a) = —=VO0g - e () + MOg - sen(a) + TOg - cos(a) 2
MODC(X) =0
S4
0<x<1,;5
TODC(x) =0

(9.29)

9.6.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

O Sistema Virtual possui os mesmos Sistemas [1], [2], e [3] do Sistema Real, detalhados

nos topicos 9.3, 9.4, ¢ 9.5, respectivamente. As integrais foram dispostas em (9.22). Portanto,

s6 ha modificag@o nos termos de carga, demonstrados em (9.30).

da

T T

2MO,g(a) - M1,5(a 2T0 () - T1ys(a
610=f g (@) AB()-Z-da+f g (@) AB().Z‘

0 E.-If 0 G- I,

LS MOgc(x) - M1go(x L5 T0pc(x) - T1po(x
+j pc(x) BC()'dx+f e (%) BC()~dx
0 Ec'lf 0 Gc 'It

da

s Vs
2MO0gp(a) - M1gp(a 2T0gp(a) - Tlgp(a
0 Ec'lf 0 Gc'It

jl's MOpc(x) - M1pc(x) fl's TOpc(x) - T1pc(x)
+ ~dx + ~dx
0 E.- If 0 G I,

m
=1,4209 996-10~* —
,4209330996 - 10 N
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2-da

T Vs
IEMOAB (a) - M2p(a) ff T0p(a) - T245(a)
20 = . 2 . da + .
. E, I . G. 1,

LS Mo -M?2 LS50 -T2
+ f pc(X) e (%) dx + J' e (%) e (%) - dx
0 E.- If 0 Ge - Iy

s Vs
+17M0ED(Q)'M2ED(Q).2_da_l_fETOED(a)'TZED(a)
0 0

-2-da
E.-If G-I,
n fl's MOpc(x) - M2pc(x) dx + fl's TOpc(x) - T2pc(x) Cdx
0 E - If 0 G. - I,
= —6,0474016561-107° ﬂ
- kN

2-da

s T
fEMOAB(a) : M3AB(“) IETOAB (a) - T34p(a)
630 = -da + .
0 Iy 0 Ge - It

+

flSMOBc(x) M3BC(x) dx + fl‘s TO0pc(x) - T3pc(x) - dx
0 GC * Il'

2-da

s Vs
2MOgp(a) - M3gp(a) 2T0gp(a) - T3gp(a)
c2-da+ .
E If 0 GC : It

15M0DC(x) M3pc(x) L5 TOpc(x) - T3pc(x)
f -dx +f -dx
E.-If 0 G. - I,

rad
kN

= 3,76856527 - 10~°

Com os termos de carga atualizados conforme (9.30), faz-se a compatibilizacdo dos

deslocamentos e rotagdes conforme (9.31).

610+511'X1+612'X2+613'X3=0
620+612'X1+622'X2+623'X3:0
630+613'X1+623'X2+633'X3:0

kN
X, = —0,2498496955 — (9.31)
kN
kN -m
X, = 0,0375042704
kN
kN -m
X3 =0,0939043672
kN

Cilculo das rea¢des de apoio do Sistema Virtual (@*, 1, »%)

V,E=VOE+VlE‘X1+VZE'X2+VBE'X3 kN
= |V'g| =0,7501503045— &

= —0,7501503045 kN kN
, T kN (9.32)
M'g = MOg + M1y - Xy + M2g - X, + M3 - X
£ £ B BN S = |M'p] = 1,7126460342 e

= —1,7126460342 kN
- kN
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T,E:_TOE_TlE.Xl_TZE'XZ_T3E.X3 kN-m
kN -m = |T'z| = 1,0945055853 —— ¢
= —1,0945055853 "] kN

X1] = V'] = 0,2498496955 1% ®
X, = |M's] = 0,0375042704 " «

|X3] = |T's| = 0,0939043672 274

A Figura 9.16 exibe as reacdes de apoio com os sentidos corretos. As equagdes estdo
apresentadas em (9.33).

1,50

Figura 9.16 — Reagdes de apoio para o Sistema Virtual do Exercicio 9.

M'yp(a) = =V'y - ef(a) — M'y - cos(a) + T4 - sen(a)

S1
is
0<a<s—
T yg(a) =V',-e(a) + M, - sen(a) + T'4 - cos(a) 2
vis
M'gc(x) = T'yp (E) —Viy-x S
2
- 0<x<15 O3
T'pc(x) = —M'pp (E)
M'gp(a) = =V'g - ef(@) + M'g - cos(a) + T'g - sen(a) S
3
is
0<a<s—-
T'ep(a) =V'g-e(a) — M'g - sen(a) + T'g - cos(a) 2
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M'pe(x) =T'gp (%) +(1-V'E)-x

S4

T'pc(x) = —M'gp (%) 0<x<1,;5

9.7 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA VIRTUAL PARA O CALCULO DE 6, (FIGURA 9.17)

1,50

E
1,50

Figura 9.17 — Sistema principal do Sistema Virtual para calculo de 6, do Exercicio 9.

9.7.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 9.18)

1,50

MOE E /1’50
: 0 / 1,50
S

Figura 9.18 — Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de 6, .
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Calculo das reacoes de apoio

@t _
LFz= =0 (9.34)
VOE = 0
IMy " =0
Xe T (9.35)
MO;+1=0
My, =0
Ya ™ (9.36)
—V0;-4—-T0;=0
Reacoes de Apoio
Vo, = 0—2 T0, = 0N 1 Mo, = —1 N m
E7YkKN -m E7TkKN -m E™ "kN-m
Tabela 9.6 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de
Oxp-

A Figura 9.5 mostra as se¢des transversais genéricas empregadas para a escrita das

equacdes de esforcos internos, dispostas em (9.37).

M0,5(a) =0
T0,5(a) = 0
MOgc(x) = 0
TOgc(x) =0

MOgp(a) = —MOg - cos(a)

TOED(a) = MOE . Sen(O()

MOpc(x) =0

TOpc(x) =0

Exercicio 9 (hiperestatico, arco, carga linear, biengastado)

[e)
IA
S
A
e

S,
0<x<1,;5

(9.37)

S4
0<x<1,5
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9.7.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

O Sistema Virtual possui os mesmos Sistemas [1], [2], e [3] do Sistema Real, detalhados
nos topicos 9.3, 9.4, e 9.5, respectivamente. As integrais foram dispostas em (9.22). Portanto,

uma vez mais, s6 ha modifica¢do nos termos de carga, demonstrados em (9.38).

s s

2MO,p(a) - M1,5(a 2T0 () - Tl g(a
_f g (@) AB()~2-da+J g (@) AB().Z'da

0 0

10~ E Iy G- 1,

dx

+ fl's MOgc(x) - M1pc(x) Cdx + fl'S TO0pc(x) - Tlpc(x) .
0 E.- If 0 Ge - Iy

m s
+JEMOED(a)'MIED(a).Z.da_l_fETOED(a)'TlED(a)'
0 0

2-d
E. -1, G I, *
+ fl'SMODc(x) “M1pc(x) Cdx + fl's TOpc(x) - T1pe(x) - dx
. E, - . G 1,

= - 14271239 -107°
3,90 39-10 N -m

da

s T

2MO0yp(a) M245(a 2T0,(a) - T245(a

520:f a5 (@) AB()_Z.daJrf 4 (@) AB().Z‘
0 Ec'If 0 Gc'It

LS MOgo(x) - M2 (x L5 T0pc(x) - T250(x
+f pc (%) BC()-dx+J- e (%) BC()~dx
0 0

E.-If G, I;
T T
2MOgp(a) - M2:p(a 2T0gp(a) - T25p(ax
+J ep(@) ep( )-Z-da+f ep(@) ep( )-Z-da (9.38)
0 Ec ' If 0 Gc : It
LSMo -M?2 L5710 -T2
+f pc(x) DC(x)-dx+f pc(x) DC(x)-dx
0 E.- If 0 Gc I
=-2,9598242417 - 1075 rad
- kKN -m

s s
2MO -M3 2TO0 -T3

830 :fz ap (@) AB(a)~2-da+J2 ap(@) AB(a).Z'da
0 0

E. -1y G, I,

LSMo -M3 LS50 -T3
+ f pc(X) pc (%) dx + f e (%) pc(x) - dx
0 E.- If 0 Ge - Iy

2-da

s s

2MOgp(a) - M3gp(a 2T0gp(a) - T3gp(a
+j ep(@) ED().Z.da_I_.[ ep(@) ED()'

0 Ec'If 0 Gc'It

LSMo -M3 LST0 -T3
+f pc(x) DC(x)-dx+f pc(x) DC(x)-dx
0 E.- If 0 Gc I

rad
kKN -m

=—7,731715239-107°

Com os termos de carga atualizados conforme (9.38), faz-se a compatibilizacdo dos

deslocamentos e rotagcdes conforme (9.39).
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610+611'X1+612'X2+613'X3:0
620+612'X1+622‘X2+623'X3=0
630+613'X1+623'X2+633‘X3=0

kN
X; =0,1504235711 ———
N-m

(9.39)
kN -m
X, = 04617547503 ———
kN -m
kN -m
X3 = —0,2831360062 ———
kN -m
Cilculo das reacoes de apoio do Sistema Virtual (®@*,1*, »™)
Ve =VO0g+V1g X, + V25 Xy + V3 - X
PO T AN T s IVl =0,1504235711 - ©
= —0,1504235711 N-m
kN -m
M'y = MOg + M1g - X, + M2 - X, + M35 - X ,
F £ B B2 N Y > Mgl =0,6886688208 X «
= —0,6886688208 keN-m
kN -m
T,E = —TOE —TlE 'Xl - TZE 'Xz - T3E 'X3
kN -m = |T'g| = 0,3185582782 Xy (9.40)
= ~0,3185582782 eN-m

_ 1 kN
IX1] = [V'4] = 0,1504235711 —— @

1X,| = |M',| = 0,4617547503 ™

((_
kN-m

1X3] = IT"4| = 0,2831360061 =

N-m

A Figura 9.19 exibe as reagdes de apoio com os sentidos corretos. As equagdes estdo
apresentadas em (9.41).

1,50

Figura 9.19 — Reagdes de apoio para o Sistema Virtual do Exercicio 9.
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M'yp(a) =V'y-ef(a) =M’y - cos(a) — T'4 - sen(a)

S1
is
0<a<-—-
T yg(a) = =V'y-e(a) + M'y-sen(a) — T', - cos(a) 2
! ! T[ li
M'gc(x) =T'yp (E) +V, - x
Sz
0<x<15
r ’ T - -
T BC(x) = —Myp (5)
(9.41)
M'gp(a) = =V'g - ef(a) + M'g - cos(a) + T'g - sen(a) S
3
is
0<as<s-—
T'ep(a) =V'g-e(a) — M'g - sen(a) + T'g - cos(a) 2
is
MIDc(x) = T,ED (E) + 1 - V,E - X
S4
0<x<1,5

T'pc(x) = —M'gp (g)

9.8 SISTEMA PRINCIPAL DO SISTEMA VIRTUAL PARA O CALCULO DE 6, (FIGURA 9.20)

e
1,50
e
1,50
/

ky 1,50/
E /

1,50

Figura 9.20 — Sistema principal do Sistema Virtual para calculo de 6,, ) do Exercicio 9.
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9.8.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 9.21)

1,50

1,50
T0g VOg |+

Figura 9.21 — Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de 6, .

Calculo das reacoes de apoio

@t _
LFz= =0 (9.42)
V0 =0
My, =0
Xa T (9.43)
—VO0g -1+ MO0z =0
My, =0
Ya ™ (9.44)
Reacdes de Apoio
Vo, = 0— T0, = 180 m Mo, = 0N m
E77kN-m E77kN-m E7YKN -m
Tabela 9.7 — Resumo das reagdes de apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de
o, .
YD

A Figura 9.5 mostra as secdes transversais genéricas empregadas para a escrita das

equagdes de esforgos internos, conforme (9.45).
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MOyp(a) =0

TO4p(a) =0
MOg(x) =0
TOgc(x) =0

MOgp(a) = TOg - sen(a)

TOgp(a) = TOg - cos(a)

MODc(X) =0

TODC(x) =0

S1

o
IA
S}
IA
NI

S,
0<x<1,5

[e)
I
)
A
S

S4
0<x<1,;5

(9.45)

9.8.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

O Sistema Virtual possui os mesmos Sistemas [1], [2], e [3] do Sistema Real, detalhados

nos topicos 9.3, 9.4, e 9.5, respectivamente. As integrais foram dispostas em (9.22) e s6 ha

modificacdo nos termos de carga, resumidos em (9.46).

s
2MO0 -M1

810 = fz ap (@) ap(a@) 2 da
0

E. I

da

T

2T0 () - Tl z(a
+f g (@) AB().Z‘

0 GC'It

LS MOge(x) - M1go(x
+j BC( ) BC( )'dx+
0 EC'If

.’-1,5 T0pc(x) - Tlpc(x)
-dx
0 G-I

da

s T
+I7M0ED(‘Z)'MlED(a)‘Z.da_I_ffTOED(a)'TlED(a)‘z‘
0 0

GC'If

LS MO, (x) - M1y (x
+j DC( ) DC( )-dx+
0 EC'If

=1,0461385277-10~*

fl's TOpc(x) - T1pc(x)
~dx
0 G-I

kKN -m
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2-da

T Vs
IEMOAB (a) - M2p(a) ff T0p(a) - T245(a)
20 = . 2 . da + .
. E, I . G. 1,

LS Mo -M?2 LS50 -T2
+f pc(X) BC(x)-dx+J- e (%) BC(x)~dx
0 0

E, I G, -1,

-2-da

m Vs

2MOgp(a) - M2gp(a 2T0gp(a) - T2gp(a
+j ep(@) ED()~2-da’+f ep(@) ep(@)

0 Ec'lf 0 Gc'[t

+

L5 MOpc(x) - M2pc(x) L5 TOpc(x) - T2pc(x)
f ~dx + f -dx
0 E - If 0 G. - I,

rad
kN -m

=7,731715239-10°°

2-da

s T
fEMOAB(a) : M3AB(“) IETOAB (a) - T34p(a)
630 = -da + .
. E.- I , G. I,

+

flSMOBc(x) M3BC(x) dx + fl‘s TO0pc(x) - T3pc(x) - dx
0 GC * Il'

2-da

s Vs
2MOgp(a) - M3gp(a) 2T0gp(a) - T3gp(a)
c2-da+ .
E If 0 GC : It

15M0DC(x) M3pc(x) L5 TOpc(x) - T3pc(x)
f -dx +f -dx
E.-If 0 G. - I,
rad

=2,9598242417 - 1075
kKN -m

Com os termos de carga atualizados conforme (9.46), faz-se a compatibilizacdo dos

deslocamentos e rotagdes conforme (9.47).
610+511‘X1+612'X2+513'X3 =0
620+612 'X1+622 'XZ +623 'X3 == 0
630+613 'X1+623 'XZ +633 'X3 = 0

kN
X, = —0,193308113 ———
1 Y (9.47)

-m
N-m

k
X, = —0,1390139354 ———
kN

m

kN -m
X; = 0,0944325909 ——
kN

m

Cilculo das reacdes de apoio do Sistema Virtual (@*, 1, »%)

kN = |V'g| =0,193308113 N o ®
0,193308113 N (9.48)
M,E:MOE+M1E'X1+M2E'X2+M3E'X3 kN -m
kN -m = |M'g] =0,0542941776 -
= 0,0542941776 kN -m

kN -m
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T,E = _TOE _TlE .Xl - TZE ‘X2 _T3E 'X3

kN -m = |T'g| = 0,3212001388 N,
= —0,3212001387 N m
kN -
|X1] = [Vl = 0,193308113 - — ®
’ kN -m
|X,| = |M',| = 0,1390139354 P
, kKN -m
|X3] = |T"4] = 0,0944325909 N

A Figura 9.22 exibe as reacdes de apoio com os sentidos corretos. As equagdes estao

apresentadas em (9.49).

s V'
1,50 AT
1 M'A l T A

1,50

'
T ; V'ET/1 ,50

Figura 9.22 — Reacdes de apoio para o Sistema Virtual do Exercicio 9.

M'yp(a) = =V'y - ef(a) + M’ - cos(a) + T'4 - sen(a)

S1
is
0<a<s—
T yg(a) =V'y-e(a) —M'y-sen(a) + T’ - cos(a) 2
Ui ! T !
M'gc(x) =T'yp (E) —VarXx
Sz
0<x<15
’ _ ’ z -0
T'gc(x) = —M'pp (2) (9.49)
M'gp(a) =V'g - ef(a) — M'g - cos(a) + T'g - sen(a) S
3
is
0<a<s-—-
T'ep(@) = =V'g-e(a) + M'g - sen(a) + T'g - cos(a) 2
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li _ 7 E ro. S4
MDC(x)_TED(2)+VE x 0<x<15
T
T’Dc(x) = _M,ED (E) +1

9.9 CALCULO DE DESLOCAMENTO E/OU ROTACAO

As integrais para o calculo de 6y, sdo apresentadas em (9.50) utilizando as equagdes de

(9.25) ¢ (9.33).

M, (a) - M, (a) 3T,(a) - T y(a)
0 0

E.- I G, -1,

e MBC(x) : M'Bc(x) e TBC(x) : T,BC(x)
+ -dx + -dx
0 0

EC . If GC . It
T T
2Mgp(a) - M'gp(a) 2T (@) - T'pp (@) (9.50)
+ -2-da+ .2 da
0 E Iy 0 G, I,

fl's MDC(x) : M’Dc(x) fl's Tpe (x) : T’DC(x)
+ sdx + -dx
0 0

E. -1 G, -1,

c

=—-7,13603-10"*m

Para o calculo de 6, as equacdes (9.25) e (9.41) sdo integradas em (9.51).

Xp>°

T T
2 2

Myp(a) - M 45(a) Tap(a) - T'yp ()
HxD=f 45 48 -2-da+f 48 48 -2 -da
0 E. If 0 G. 1,

e MBC(x) : M'Bc(x) e TBC(x) : T,BC(x)
+ -dx + -dx
0 0

EC . If GC . It
2 Mgp(a) - M'gp(a) 2Tep(a) - T'gp () (9.51)
+ -2-da+ .2 da
0 EC ‘If 0 GC ‘ILL

b MDC(x) : M’DC(x) s Tpe (x) : T’Dc(x)
+ sdx + - dx
0 0

E. I G, -1,

=—4,42721-10"*rad

Por fim, o célculo de 6, ¢ apresentado em (9.52) utilizando as equagdes de (9.25) e

(9.49).

Exercicio 9 (hiperestatico, arco, carga linear, biengastado) 112



T E
2 2

T yp (0-’) : T’AB(O-’) )
Gc : It

M (@) - M’ 15(a)
63/13:_]. A8 A8 -2-da+f
0 Ec"f 0

e MBC(x) : M,BC(x) e TBC(x) : T,BC(x)
+ -dx + - dx
0 0

EC * If GC . It
2Mpgp(a) - M'gp(a) 2Tgp(a) - T'gp () (9.52)
+ -2-da+ .2 da
0 EC ‘If 0 GC 'It

U Mpe(x) - M e (x) B Tpe(x) - T (%)
+ sdx + - dx
0 0

E.- I G, -1,

=—-1,70711-10"* rad
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- APENDICE A I

Este apéndice apresenta as equagdes para a determinagdo da linha elastica em barras de

grelhas com eixo retilineo ou que seguem um arco de circunferéncia, conforme abordado em
diversos exemplos ao longo desta publicacdo. No entanto, antes de apresentar as equagdes
integrais propriamente ditas, ¢ necessario destacar as convengdes de sinais adotadas para os
momentos fletores e torsores em estruturas de grelhas. Uma breve revisao bibliografica revela
que, ao contrario dos pdrticos planos, as convengdes de sinais utilizadas para grelhas tendem a
divergir entre os autores, especialmente no que diz respeito a tor¢do. Além disso, muitos optam
por omitir, em alguns casos, os sinais dos momentos fletores ao plotar diagramas em grelhas.
O Apéndice A: Figura 1 ilustra uma estrutura genérica com um corte destacado, que sera

utilizada como exemplo das diversas convengdes.

C
a (B
A /\ ) B
A B’
N B
y A
A B’
Z‘\'/ X
Apéndice A: Figura 1 — Estrutura genérica em perspectiva isométrica e vista superior com

corte.

Soriano (2007) adota os sentidos positivos conforme destacados no Apéndice A: Figura
2(a). Martha (2022), embora omita os sinais para os momentos fletores ao tracar diagramas em
grelhas, ressalta que os sinais para cortante e fletor podem ser definidos de forma analoga aos
porticos planos. Nesse sentido, o0 Apéndice A: Figura 2(b) ilustra a convengao positiva adotada
por este autor. Sussekind (1981) também parece ocultar para os casos de momento fletor em
grelhas, destacando apenas os sinais da tor¢do, que coincidem com os adotados por Martha
(2022). Souza e Antunes (1995) também omitem na flexdo, adotando a conveng¢do de tor¢dao

andloga a utilizada por Soriano (2007).
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(a) (b)
Apéndice A: Figura 2 — Convengdes de sinais positivos em vista superior utilizadas por
autores diversos.

Uma avaliacdo da relagdo entre eixos dos sistemas global e local para grelhas sugere uma
conveng¢do que adota a torcdo conforme o Apéndice A: Figura 2(b), mas o momento fletor ¢
positivo quando traciona as fibras superiores, em contraste com o eixo invertido comumente
adotado nos porticos planos (ver Figura 1.4 de Soares et al. (2024)). O Apéndice A: Figura 3
ilustra a convengdo utilizada no desenvolvimento das equagdes apresentadas a seguir. Os
autores incentivam os leitores a reproduzirem essas expressoes utilizando outras convengdes de

sinais, como forma de aprofundar a compreensao dos conceitos envolvidos.

S b
<—— —>>
LA' B'T
Apéndice A: Figura 3 — Convencgao de sinais positivos em vista superior adotada neste
apéndice.

Barra Reta
Uma vez estabelecidos os sinais, considere a grelha genérica do Apéndice A: Figura 4 em

perspectiva isométrica e vista superior.

Apéndice A: Figura 4 — Grelha genérica formada por barra de eixo reto em perspectiva
isométrica e vista superior.
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Onde B é o angulo formado entre o eixo x (global) e o x’ (local), L o comprimento da
barra, ¢ uma carga uniformemente distribuida qualquer, P uma carga concentrada, e M e T sdo
cargas de momento. As equagdes dos esfor¢os internos de momento (fletor e torsor) ficam
expressas de maneira genérica como Myg(x') e Typ(x") utilizando a convengdo de sinais
apresentada no Apéndice A: Figura 3. As rotagdes, ja no eixo global, sdo calculadas a partir da
integral dessas duas parcelas, conforme as expressdes em A(1). E¢, G, I € I; correspondem,
respectivamente, aos modulos de elasticidade longitudinal e transversal, e aos momentos de

inércia a flexao e a torgao.

0,(x") = f KTSBF}Z) . cos(ﬂ)) + (—N][;B—.(z:) . sen(ﬁ))l dx’

A1)

6, (x") = f l(TngJ;t) . sen(ﬁ)) + <A/;‘1B—F;C]c) . cos(ﬁ))l dx’'

As constantes de integracao podem ser determinadas a partir das condi¢des de contorno
especificas do problema em andlise. Neste caso, considera-se que 6,(L) =0 ¢ 6,(L) =0
devido a presenga do engaste. Por fim, v,(x) pode ser obtido a partir da equacao demonstrada

em A(2), sendo sua constante de integra¢do determinada pela condigdo v,(L) = 0.

1) = j [(0:(x") - sen(B)) — (8, (x") - cos(B))] d’ AQ)

Barra Curva

Seguindo 0 mesmo raciocinio adotado para o exemplo genérico anterior de uma grelha
formada por um elemento de eixo reto, considera-se agora a estrutura representada no Apéndice
A: Figura 5. O parametro 8, em destaque, é o dngulo formado entre o eixo x (global) e 0 x’
(local) tangente a curva no ponto considerado, R o raio da circunferéncia, & o angulo avaliado
no sentido anti-horario até uma sec¢do S;, ¢ uma carga uniformemente distribuida qualquer, P
uma carga concentrada, e M e T os carregamentos de flexdo e tor¢do, respectivamente.

Os esforcos internos considerados para o calculo da linha eléstica sio os momentos fletor
e torsor My (a) e Typ(a) utilizando também a convengdo de sinais apresentada no Apéndice
A: Figura 3. No eixo global, as rotagdes sdo determinadas a partir das integrais em A(3). E,

Ge, Ir e I representam, respectivamente, os modulos de elasticidade longitudinal e transversal,

bem como os momentos de inércia a flexao e a torgao.

____________________________________________________________________________________________________________________________|
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6x(a) = f {l 2:3(6;) cos(a +,3)l [ AB(If) sen(a +ﬁ)l} ‘Rda

AQ)

Hy(a)—f{l Tan(@) sen(a+[?)l I Mz (@) cos(a+ﬁ)l}-Rda

G, I,

Apéndice A: Figura 5 - Grelha genérica formada por barra de eixo variando segundo um arco
de circunferéncia em perspectiva isométrica e vista superior.

Quaisquer constantes advindas das integrais apresentadas em A(3) podem ser
determinadas por meio da aplicagdo das condi¢cdes de contorno do problema. A linha elastica

v,(a) é, entdo, calculada conforme A(4).

v, () = J{[Hx(a) -sen(a + B)] — [Hy(a) - cos(a + ﬂ)]} da A(4)
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- APENDICE B I

Este Apéndice B apresenta tabelas contendo todos os deslocamentos e rotagdes nodais

das grelhas resolvidas neste livro, expressos no sistema global. A intengdo ¢ fornecer mais
informagdes para que os leitores exercitem os procedimentos expostos aqui. Os sinais

obedecem a convengao de elementos finitos para grelhas, ilustrada no Apéndice B: Figura 1.

®@rt>» =+
R« = —

Apéndice B: Figura 1 — Conveng¢ao de Elementos Finitos, em vista superior, utilizada nas
tabelas de deslocamentos ¢ rotacoes.

S

3,0

"
il OkN

z y\so
N

Apéndice B: Figura 2 — Exercicio 2

Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em X emy
(m) (rad) (rad)
A 0 0 0
B —3,07550-1073 1,68971 - 10~* 1,06250 - 1073

Apéndice B: Tabela 1 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 2.
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/3,0
z ) \30
TN,

Apéndice B: Figura 3 — Exercicio 3.

Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em X emy
(m) (rad) (rad)
A 0 0 0
B —2,50585-1073 3,09458 - 10~* 6,84043 - 10~*

Apéndice B: Tabela 2 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 3.

Apéndice B: Figura 4 — Deslocamentos e rotacdes do Exercicio 4.

Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em X emy
(m) (rad) (rad)
A —2,42436-1073 4,81960 - 10~ -1,17792-1073
B —9,62773 -10™* 6,63574 - 10~* —1,00973 - 1073
C 2,02706 - 10~* 6,51577 - 10~* —9,84018 - 10™*
D 0 0 0

Apéndice B: Tabela 3 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 4.

]
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3,0

3,0
\\ D
Apéndice B: Figura 5 — Exercicio 5.
Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em x emy
(m) (rad) (rad)
A 0 —3,25893 - 1072 6,59973 - 102
B 1.25092 1071 —2,84553 - 1072 6,59973 - 10~2
C 0 —6,08655 - 1073 6,38827 - 102
D —1,72193 - 1071 1,63120 - 1072 8,39044 - 10~2
E 0 1,68453 - 1072 8,71928 - 1072

Apéndice B: Tabela 4 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 5.

Apéndice B: Figura 6 - Exercicio 6
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Deslocamento Rotacio Rotacio

Vertical em x emy

(m) (rad) (rad)
A 0 —8,16020 - 10~ 1,69774 - 1073
B 1,65412 - 1073 —8,49135 - 10~* 1,69774-1073
C 0 —8,23022 -107* 2,11657 - 1073
D —4,62684 - 1073 1,11452 - 1073 3,17955- 1073
E 0 1,26563 - 1073 3,26680 - 1073

Apéndice B: Figura 7 — Exercicio 7

Apéndice B: Tabela 5 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 6

Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em X emy
(m) (rad) (rad)
A 0 —3,34191 -10™* 7,76552 - 10~*
B 0 —5,59286 - 1074 6,46593 - 10~*
C —1,80460-1073 —8,63817 - 10~* —1,46167 - 107°
D 0 —5,11680 - 10™* —7,00440 - 10~*
E 0 —4,06862 - 1074 —7,60957 - 10~

Apéndice B: Tabela 6 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 7
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—

Apéndice B: Figura 8 - Exercicio 8

e

3,00

10N

/

3,00

Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em x emy
(m) (rad) (rad)
A 0 1,32098 - 1073 1,44777 - 1073
B —7,92588 - 1073 2,65044 - 1073 0
C 0 1,32098 - 1073 —1,44777 - 1073
D 0 —8,47873 - 107° 0

Apéndice B: Tabela 7 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 8

Apéndice B: Figura 9 - Exercicio 9
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Deslocamento Rotacio Rotacio
Vertical em X emy
(m) (rad) (rad)
A 0 0 0
B 7,13603 - 10~* —4,42721-107* —1,70711 -10™*
C 0 —4,93805 - 107 —1,70711 -10~*
D —7,13603-10"* | —4,42721-10"* | —-1,70711-107*
E 0 0 0

Apéndice B: Tabela 8§ — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 9
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